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Modélisation avec des EDO



Introduction

La dynamique des populations est une branche des sciences du vivant qui s’in-

téresse aux variations au cours du temps du nombre d’individus composant une
population. Les premiers travaux sont dus & Leonardo Fibonacci en 1202 qui a mo-
délisé la croissance d’une population de lapins assez simplement, a 1’aide de la suite
de Fibonacci. Il aura fallu attendre la fin du XVIIIeme siécle pour voir une véritable
progression dans ce domaine, avec les travaux de Thomas Malthus sur 1’évolution
de la population humaine. Sa vision du futur était trés pessimiste et il prédisait une
augmentation exponentielle de la population humaine avec seulement une augmen-
tation linéaire des ressources, ce qui allait mener a une catastrophe démographique.
Son ouvrage de 1798 a été un grand succés et a inspiré Pierre-Francois Verhulst.
Celui-ci a en effet proposé un modéle en 1838 qui décrit ’évolution des populations
animales non plus de maniére exponentielle mais logistique. Il nommera plus tard sa
courbe obtenue comme étant logistique. Plus tard, Alfred Lotka et Vito Volterra se
sont intéressés a la modélisation des interactions entre deux populations différentes.
Ils ont proposé indépendamment ([11] et [19]) des équations qui portent désormais
leurs noms. Le modéle est connu de maniére plus générale sous le terme proies-
prédateur. Le principe de ce modéle est trés simple, il fait interagir deux espéces
différentes, une dite proie et 'autre dite prédateur, avec bien entendu la deuxiéme
qui mange la premiére. Ce modéle a été tres utilisé pour expliciter notamment la
dynamique des populations de sardines et de requins en mer Adriatique, ainsi que
la prédation du liévre d’Amérique par le lynx du Canada. Cette modélisation man-
quait de réalisme, en particulier pour la prédation qui était suggérée linéaire en la
quantité de proies. Au milieu du XXéme siécle, C.S. Holling a amélioré ce modeéle [9]
en considérant une prédation modélisée par une fonction non linéaire. Ces réponses
fonctionnelles, telles qu’il les a nommées, prennent en compte le temps passé par le
prédateur a chercher puis a s’occuper de la proie.
Dans cette partie, on analysera mathématiquement un modéle assez simple composé
d’équations différentielles ordinaires (EDO) modélisant la prédation de micro mam-
miféres par un prédateur généraliste comme le renard roux en prenant différentes
réponses fonctionnelles. On commencera avec un modéle de dimension 2, ¢’est-a-dire
avec une seule proie et un seul prédateur, puis on regardera la dimension 3 avec deux
proies et un prédateur. A 1'aide de simulations numériques, on effectuera une ana-
lyse de bifurcation, c’est-a-dire que I'on fera varier plusieurs paramétres (et fixant
les autres), puis on regardera & quel moment on obtient des résultats asymptotiques
différents.



Chapitre 1

Modéle EDO avec 1 proie et 1
prédateur

1.1 Systéme

On construit donc un modéle ’EDO & deux dimensions basé sur le modéle de
Lotka-Volterra :

dt
. 1.1
Ccli_t<t> = ap(z(t))z(t) — mz(t), Vt >0, )

z(0) = o, 2(0) = z,

0 = ra0 (1= 52 - otete(0,

ou :
e 1(t) est la quantité de proies (campagnols) & I'instant ¢,
e 2(t) est la quantité de prédateurs (renards) a 'instant t,

e rx(t)(1 — x(t)/k) représente la croissance logistique des proies, avec un taux
de croissance intrinséque 7 et une capacité d’accueil k,

e ¢ est la réponse fonctionnelle, c’est-a-dire la fonction représentant la quantité
de proies mangées selon la quantité de proies disponibles, ainsi ¢(z(t))z(t) est
la quantité de proies mangées par les prédateurs a l'instant ¢,

e « est le coefficient d’assimilation qui représente la transformation de ce qui est
ingéré en croissance de population,

m est le taux de mortalité du prédateur.

Hypothéses : les paramétres k,r et m sont strictement positifs pour une raison
biologique. De plus a €]0, 1] puisque c’est en fait une proportion d’assimilation. On
aura aussi des conditions initiales positives : xg, zg > 0.



Réponses Fonctionnelles : on va considérer trois différentes fonctions :

(i) Lotka-Volterra (ou Holling de type 1) : ¢1(z) = az avec a > 0 le taux d’attaque
du prédateur sur la proie. C’est la réponse fonctionnelle linéaire en la quantité de
proies.

(ii) Holling de type 2 : ¢o(x) avec h > 0 le paramétre de saturation.

- 1+ ahz

On voit que ¢o(xr) — — ou 1/h est le taux d’ingestion maximale. C’est une
r—+00

réponse fonctionnelle bornée, prenant en compte la saturation du prédateur.

2
ax

iii) Holling de type 3 : r) = ——.

(iii) g de typ b3(z) & aha?

fonctionnelle diminue drastiquement la quantité de proies tuées lorsqu’il y en a trés

peu : il y a une plus grande difficulté a trouver les proies lorsqu’elles sont peu
nombreuses.
La figure 1.1 montre les trois fonctions en fixant a = 0.5 et h = 1.

En plus de la saturation, cette réponse

Réponses fonctionnelles
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FIGURE 1.1 — Différentes réponses fonctionnelles

Commengons par vérifier que le modeéle (1.1) est bien poseé.

1.2 Le modéle est bien posé

Tous les paramétres sont positifs et on se place dans le cadrant (z > 0,z > 0).
Alors les trois fonctions ¢; : Rt — RT sont de classe C!.

du
Ainsi en posant u = (j) , on obtient 7 (u) avec f de classe C! et par conséquent

localement Lipschitzienne. Ainsi il devient évident, avec le théoréme de Cauchy-
Lipschitz rappelé ci-dessous, que le probléme (1.1) admet une unique solution maxi-
male (z(t), 2(t)) pour t € I = [0, tnax[. On rappelle ce théoréme, ainsi qu'un lemme
trés classique qui permet de montrer qu'une solution est globale. On ne donne pas
les preuves, celles-ci étant facilement retrouvables dans la littérature. On montrera
ensuite que les solutions de (1.1) sont positives, globales et bornées.
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Théoréme 1.1 (Cauchy-Lipschitz). Soient E un espace de Banach, € un ouvert
de E, I un intervalle ouvert de R et f une fonction continue de I x  dans E. On
pose le probleme de Cauchy :

dz
2B = [f(tx(), t =0, (1.2)

z(ty) = xo.

Si la fonction f est localement lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable x,
alors il existe une unique solution maximale au probléme (1.2). De plus, si f est de
classe CP alors les solutions sont de classe CP*L,

Lemme 1.2 (des bouts ou de sortie de tout compact). Soit (|T_,T%[, z) la solution
mazximale du probléme de Cauchy (1.2). Si Ty < sup I alors la solution {x(t)} sort
de tout compact au voisinage de T'y. C’est-a-dire que VK C Q compact, il existe
Tx €]T_, T tel que pour tout t € [Tk, T [, z(t) € Q\K.

Proposition 1.3. Les solutions de (1.1) restent positives si xo, zg > 0.

Démonstration. On suppose zg, 2o > 0 et qu'il existe " > 0 tel que x(t),2(t) > 0
sur [0, 7], z(T) = 0 et 2(T) > 0. Alors 2/(T) = 0 et z(t) = 0, Vt > T puisque
xz* = 0 est un équilibre de (1.1);. De plus z/(T) < 0 et méme 2/(t) < 0, Vt > T.
S’il existe Ty > T tel que z(7Ty) = 0 alors 2/(T3) = 0 et z(t) = 0, Vt > T, puisque
2* = 0 est un équilibre de (1.1),. En fait cela montre que si les proies disparaissent,
alors les prédateurs aussi puisqu’ils n’ont plus de quoi se nourrir. Le raisonnement
inverse aboutirait & la prolifération des proies jusqu’au seuil limite & dans le cas ou
les prédateurs disparaissent. Les solutions restent positives de toutes maniéres. [

Proposition 1.4. Les solutions de (1.1) sont globales.

Démonstration. Supposons que tp.x < 400 alors |z(t)| + |2(t)] L T d’apres
— ma

X

le lemme (1.2). En faisant une combinaison linéaire des deux équations de (1.1), on

obtient
d(afi:_ ) (t) = ra(t) <1 - %> —mz(t) < ra(t) < Clax(t) + 2(t)) avec C une

constante. Ainsi en intégrant on a ax(t) + z(t) < (axg + 2o) exp(Ct), Vi > 0.

Et donc az(t) + 2(t) < (azg + 20) exp(Ctmax) < +00. Ainsi, on ne peut pas avoir

|z(t)| . Tooou |2(1)] L o d’ou la contradiction puisque d’aprés la pro-
— max —

max

position 1.3, les solutions sont positives. Ainsi le résultat est démontré. O
Proposition 1.5. Les solutions de (1.1) sont bornées.

Démonstration. On va démontrer la proposition en considérant n’importe laquelle
des 3 réponses fonctionnelles en s’inspirant de [7]. On voit que si x(t) > k alors
2'(t) < 0. Ainsi pour un temps ¢ assez grand on a x(t) € [0, k]. Ensuite, si ag(z(t)) <
m alors 2/(t) < 0, donc pour x € [0, €] suffisamment petit, on a 2/(¢) < 0. Puis, si

1—2x/k
on note N = m[a%] (%), alors 2/(t) < 0 lorsque z(¢) > N. On a bien N
TE|€, xXr

qui existe puisque la fonction a l'intérieur du maximum est continue sur le compact



€, k] donc par conséquent atteint son maximum. On peut construire ainsi une boite
dans laquelle les solutions sont piégées et donc elles sont bornées.

En fait, en reprenant le raisonnement de la preuve précédente, on se retrouve avec
d(ax + z x(t x(t

%(t) = ruz(t) <1 — <T)> —mz(t) < rk < - %) —mz(t) < rk—C(ax(t)+
z(t)) pour t assez grand, ou C est une constante strictement positive. D’oul en inté-
grant on obtient :

0 < ax(t)+2(t) < (axo+ 2) exp(—Ct) + g (1 —exp(—Ct)) < %+ (awo + z0). Par

conséquent, x étant bornée, alors z est aussi bornée. O

1.3 Rappels sur les bifurcations

Rappelons briévement quelques éléments sur les bifurcations. Dans le cas général
on étudie le systéme suivant, ou le paramétre que 'on veut faire varier est ~ :

gy = 9(@,y,7)
On dit qu’une bifurcation survient en une certaine valeur v = ~* si un petit
changement de v autour de v*, produit un changement majeur dans ’organisation
du systéme. On va définir les deux bifurcations dont on va se servir plus loin.

La premieére est la bifurcation transcritique, ou deux équilibres échangent leur
stabilité. Le cas classique ot cette bifurcation intervient est le suivant :

y = -
On peut en effet voir qu’il y a deux équilibres (0,0) et (,0). Le premier est stable
pour v < 0 et instable pour v > 0, le deuxiéme fait le contraire.

La deuxiéme est la bifurcation de Hopf super-critique, ot il y a changement de
stabilité d'un foyer et apparition d’un cycle limite stable. Cette bifurcation intervient
par exemple dans le cas suivant :

o= ytaly—a®—y?),
{y' = —z+yly—2*—y°). (1.5)

En passant aux coordonnées polaires, en notant 6 I’angle et r(6) le rayon, on obtient
le systéme plus simple :

ro= 7“(’}/—7’2),
- (1.6

On obtient 2 équilibres : l'origine (0,0) qui est stable pour 7 < 0, instable pour
v > 0 et le cercle, appelé cycle limite, de rayon /7 centré a l'origine qui est stable
et qui apparait donc lorsque v > 0.



Théoréme 1.6 (Bifurcation de Hopf). On considére le systéme (1.3) et on note
(x*,y*) un point d’équilibre du systéme. On note A la matrice Jacobienne calculée
au point (x*,y*) et on note A\ (7y) et Ao(7y) les deux valeurs propres conjuguées de A,
avec A1 2 = a(y)£iB(7y). On suppose que la partie réelle des valeurs propres s’annule
pour une valeur 7. du paramétre : a(y.) = 0. On suppose de plus que B(~y.) # 0 et

da
que d—(%) > 0. Alors on peut conclure que v = . est une bifurcation de Hopf
Y

super-critique. Il existe alors v, < 7y, tel que pour tout vy € [y1, .| Uéquilibre (x*,y*)
est un foyer stable. De plus pour tout voisinage U de (x*,y*), il existe vo > . tel
que pour tout vy € [Ye, V2|, Uéquilibre (z*,y*) est un foyer instable entouré d’un cycle
limite stable contenu dans U dont 'amplitude augmente et est de l'ordre de \/y — ..

Analysons maintenant le modeéle (1.1) avec les différentes réponses fonctionnelles
en cherchant les points d’équilibres ainsi que d’éventuelles bifurcations. On fixera de
maniére arbitraire les parameétres suivants pour toute la suite du chapitre :

k=100, = 0.75,m = 0.5 et h = 1. (1.7)

On fera varier les autres parameétres qui semblent plus intéressants biologiquement,
méme si les comportements obtenus par la suite pourraient étre obtenus en en faisant
varier d’autres.

1.4 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Lotka-Volterra

La premiére réponse fonctionnelle étudiée est celle de Lotka-Volterra, qui est une
fonction classique dans les modéles proies-prédateurs. Elle suggére une mort linéaire
des proies due a la prédation. Le systéme (1.1) devient ainsi :

du = rz _ ) —ax(t)z
) = (1-52) - w00, .

Tt = aar(t)a(t) - ma().

La recherche d’équilibres consiste a trouver des solutions (z*, z*) indépendantes
du temps, ce qui revient a résoudre dx*/dt = 0 et dy*/dt = 0. On obtient ainsi 3
équilibres :

e F5,=(0,0) : il y a extinction des deux populations.

e Ey = (k,0) : les prédateurs meurent mais les proies proliférent.

2 2
o Fy=|(—, Tl1—- = . il y a coexistence des deux populations.
3a a 300a

Evidemment on ne s’intéresse qu’a des équilibres positifs, ce qui est toujours le cas
de F; et de Ey. Mais Fs5 est positif si et seulement si a > 300" Il s’agit maintenant

d’étudier la stabilité de chacun des équilibres. On calcule ainsi la matrice jacobienne
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2rx* . .
du systéme (1.8). On obtient Jiy« «) = Tty T —ar . 11 suffit de
aaz® aaxr™ —m

I’évaluer en chacun des équilibres et d’étudier la partie réelle des valeurs propres : si
elles sont toutes strictement négatives, I’équilibre est localement asymptotiquement
stable, s’il y en a une strictement positive alors il est instable, s’il y en a une nulle
alors il faut I’étudier autrement.

Or J,0) = 6 —(?m donc ’équilibre (0,0) est un point selle, c’est-a-dire instable
sauf pour la variété stable (Oz).

—r —ak
0 aak—m
asymptotiquement stable sinon.

donc (k,0) est un point selle si a > L

Ensuite J0) = % = 300 et

—r 2
Enfin Jg, = 150a 3 , la trace étant négative et le déterminant étant
r(150a — 1) 0
200a

positif si a > 300 alors on en déduit que Ej est le contraire de F5, a savoir : point

selle si a < 300 et asymptotiquement stable sinon. Il y a ainsi une bifurcation

transcritique en a = 300 comme on le voit figure (1.2), indépendamment de 7.

Equilibres en fonction de a

——Instable
—— Stable
50— * Bifurcation

40 —|
30—
*

20 |

FIGURE 1.2 — Bifurcations pour le modele (1.8) avec Lotka-Volterra

2
On obtient ainsi deux portraits de phase différents suivant si a < 300 (figure

2
1.3) : convergence vers Es, ou si a > 300 (figure 1.4) : convergence vers Ej.
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Portrait de phase avec LotkaVoltera, a=0.001 Portrait de phase avec LotkaVoltera, a=0.2

120 120f

100~ 100}
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Densité de prédateurs : z
Densité de prédateurs : z

20- 20

. . . , . . . . . ; , i . . , . . .
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Densité de proies : x Densité de proies : x

2 2
FIGURE 1.3 — Trajectoires pour a < 300 FIGURE 1.4 — Trajectoires pour a > 300

Cette réponse fonctionnelle est réaliste dans le cas ou le prédateur est passif
comme l'araignée, elle capture en effet tout ce qui arrive sur sa toile. Cependant,
pour les autre prédateurs en général, comme avec le renard, il y a un phénoméne de
satiété qui apparait, qui est di a la fois au temps non négligeable passé & chasser
la proie, mais aussi a la tuer, digérer ou encore a se reposer. C’est pour cela que les
deux autres types de réponses seront plus adaptées a notre probléme de base (1.1).

1.5 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Holling 2

La réponse fonctionnelle de Holling 2 suggére donc une augmentation croissante
de la prédation suivant la quantité de proies, jusqu’a un certain seuil. En fait le
prédateur passe son temps a chercher des proies si celles-ci sont en faible quantité,
mais en cas de forte quantité, il n’a plus de problémes pour en trouver : il mange a
sa guise jusqu’a saturation. Le systéme devient donc :

dx B x(t) ax(t)z(t)

W = et (1 Tk ) T 1+ aha(t)
%(t) _ aaz(t)z(t)
dt 1+ ahx(t)

(1.9)
—mz(t).

2 3r(H0a — 1
On obtient encore 3 équilibres : £y = (0,0), By = (k,0) et E5 = <_’ %)
a a

avec E3 positif < a > ik Les matrices Jacobienne sont données par :

o —100a r(20a —1) 2
_(r 0 _ 100a + 1 _ 30a 3
o = (0 —0.5)’ e = T5a 12 e = (500 — 1)
100a + 1 200a

Par conséquent F; est un point selle, Fy est asymptotiquement stable si a < =0 et

12



1
un point selle sinon. Puis E3 est un point selle si a < ik asymptotiquement stable
1 1 1
si — < a < —, stable si a = — et instable si a > —. Il y a donc une bifurcation
50 20’ 20 207
transcritique en a = — et une autre bifurcation en a = 20 (figure 1.5), dont on va
en donner la nature dans la proposition suivante.

Equilibres en fonction de a

150 % Instable
* Stable
w Bifurcations

FIGURE 1.5 — Bifurcations pour le modéle (1.9) avec Holling 2

1

50 du systeme (1.9) est de Hopf super-

Proposition 1.7. La bifurcation en a =

critique.

Démonstration. L’équation caractéristique de Jg, est A> — A\Tr(J)+det(J) = 0, avec
1 50a — 1 1

Tr(J) = g {2 - m] et det(J) = %. On pose a* = 20" Lorsque a = a¥,

Tr(J) = 0 et det(J) > 0 donc les valeurs propres sont imaginaires pures.
En remplacant A(a) = p(a) + id(a) dans I'équation caractéristique, on obtient, en
séparant parties réelle et imaginaire, le systéme :

(a)? — 6(a)? — p(a)Tr(J) +det(J) = 0
{ ' 2#&)5(@ —8(a)Tr(J) = 0 (1.10)

On dérive la 2éme équation pour obtenir :

dTr(J) dTr(J) r
24/ 2 "(a)—¢"(a)T — —(a) =0. — (") = ——.
p(@)3(a) +2(a)8 (@) ~8(a) () = ) T ) = 0. Or T ) = ot
De plus pu(a*) = 0 et Tr(J) = 0 en a = a*. On obtient ainsi en évaluant ’équation
précédente en a = a* : 2p/(a*)d(a*) = 5(@*)@. Comme 0(a*) # 0 alors p/(a*) =

r 1
————— > 0. On a ainsi une bifurcation de Hopf super-critique en a = 20 d’apres le

60(a*)?
théoréme 1.6. O
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Densité de prédateurs : z

Densité de prédateurs : z

Par conséquent, il y a apparition d’un cycle limite stable pour a > a* mais dans
un certain voisinage, que le théoréme ne permet pas d’identifier. Heureusement,
comme tous les équilibres sont instables lorsque a > a* et que les solutions sont bor-
nées, alors par le théoréme de Poincaré-Bendixson, il y a existence d’un cycle limite
stable. On obtient ainsi 4 portraits de phase différents dont un qui nous intéresse
particuliérement, celui ot on a des solutions périodiques (figure 1.9).

Portrait de phase avec Holling 2, a=0.01
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Portrait de phase avec Holling 2, a=0.03
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Le probléme avec Holling 2 se remarque lors de faible quantité de proies : les pré-
dateurs les mangent encore en trop grand nombre. C’est pourquoi on va maintenant
analyser la réponse fonctionnelle de Holling de type 3.
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1.6 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Holling 3

La réponse fonctionnelle de Holling de type 3 suggére une faible prédation dans

le cas ou les proies sont en faible quantité. Elle accentue en effet la difficulté pour

le prédateur de trouver des proies & manger, les proies se cachant plus facilement
lorsqu’elles sont peu nombreuses. Le nouveau systéme a étudier est :

dx z(t) ax?(t)z(t)
E(t) = ra(t) (1— )

k) 1+aha?(t)
dz _aaz®(t)z(t)
T Thanen)

(1.11)
— mz(t).

2 3 2
On obtient 3 équilibres : £y = (0,0), Ey = (k,0) et E5 = ( o \/% (1 — ﬁ))

avec (x*, z*) positif < a > 105" Les matrices Jacobienne sont données par :
—104(1 r 4\/5 2
T {01 3\" 100v/a) 3
oy = r 0 T, = 10%a + 1 ot Jp, — Va
0 —0.5 5000 . r(y V2
10%a+1 27 100/a
Par conséquent E; est un point selle, Fy est un point selle si a > — et asymptoti-

104
quement stable sinon. De plus, E3 est un point selle si a < 107’ asymptotiquement

2 2 2
stable si 10t <a< o stable si a = = et instable si @ > —. On obtient en fait
les mémes bifurcations qu’avec Holling 2 (figure 1.10). Les portraits de phase sont
aussi qualitativement les mémes.

Equilibres en fonction de a

* Instable

* | * Stable
z ®_Bifurcations
60
%

FIGURE 1.10 — Bifurcations pour le modele (1.11) avec Holling 3

15



Portrait de phase avec Holling 3, a=0.002

Portrait de phase avec Holling 3, a=0.0001
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1.7 Comparaison entre les différentes réponses fonc-

tionnelles

On voit donc qu’il est impossible avec la réponse fonctionnelle de Lotka-Volterra,

d’obtenir des solutions périodiques. L utilisation de réponses fonctionnelles plus réa-
listes permet d’obtenir des solutions périodiques qui refléetent des dynamiques cou-
ramment observées dans le milieu naturel.

Ensuite, malgré les différences biologiques que 'on a précisées précédemment entre
Holling 2 et Holling 3, on trouve le méme comportement des solutions avec trois cas
distincts :
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e Soit a est trés petit et alors il y a extinction des prédateurs : ils ne se nourrissent
pas suffisamment et ils meurent donc plus vite qu’ils ne se reproduisent.

e Soit a est petit et il y a convergence de maniére stable vers une cohabitation
des deux espéces.

e Soit a est assez grand et on obtient des solutions périodiques et donc une
régulation des deux densités de population.

On peut quand méme regarder, avec les mémes parameétres, les différences qui ap-
paraissent entre ces deux réponses fonctionnelles.

On remarque tout d’abord que la quantité de proies se rapproche trés prés de 0 avec
Holling 2 et reste a peu pres constante sur une petite période alors que cette quantité
augmente trés peu de temps aprés avoir atteint son minimum avec Holling 3. De
plus, les cycles sont presque deux fois plus rapides avec Holling 3 ce qui implique
une régulation plus rapide des deux espéces (figure 1.17).

Portrait de phase avec Holling 3, a=0.07

Portrait de phase avec Holling 2, a=0.07
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i ——-Proies Hol-3

Prédateurs Hol-3

120

Populations

FIGURE 1.17 — Comparaison des solutions périodiques
Passons maintenant au cas avec deux proies et un prédateur ou on verra la

véritable différence entre les deux réponses fonctionnelles de Holling, qui n’apparait
qu’avec au moins deux proies.
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Chapitre 2

Modéle EDO avec 2 proies et 1
prédateur

2.1 Systéme

Le systéme est basiquement le méme que précédemment avec une équation en
plus :

S0 = a0 (15— ottt
B = o) (1-92) - o020, o)
dz

—(t) = ad.(x(t), y(t)z(t) + Boy(x(t), y(t))2(t) — mz(t), vt >0,
\ :15(0) = X, y(O) = Yo, Z(O> = 20,
avec x(t) et y(t) les quantités des deux populations de proies distinctes a I'instant t

et z(t) celle des prédateurs. On note ¢, (respectivement ¢,) la réponse fonctionnelle
des prédateurs sur les proies x (resp y).

Hypothéses : on suppose que les taux de reproduction r sont les mémes pour les
deux proies, ainsi que les capacités d’accueil k. Les hypothéses de la partie précédente
sont toujours valables. De plus on considérera yo > 0. On supposera aussi que les
coefficients d’assimilation sont égaux : a = 5.

Modéle bien posé : on pourrait démontrer comme dans la partie précédente qu’il
y a existence et unicité de solutions qui sont de plus positives et bornées. Mais la
preuve suivant la méme démarche, nous ne le ferons pas ici.

On va maintenant analyser le systéme (2.1) avec les trois réponses fonctionnelles
précédentes, adaptées au cas de la dimension 3. On mettra le méme type de réponse
pour les deux proies, en ne faisant varier que les paramétres d’attaque a;, i = 1, 2.
On fixera les paramétres suivants pour toute la suite du chapitre :

k=100, =8=0.75m=05h=1etr=3. (2.2)
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On fera varier les autres paramétres (a; et ag).

2.2 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Lotka-Volterra

La réponse fonctionnelle dans le cas de Lotka-Volterra est : ¢,(z,y) = ajx et
¢y(7,y) = agy. Le systéme ainsi étudié est le suivant :

G0 = et (1-52) - szt
Ho = o (1-42) - aw0:0) (23)

| %(t) = aax(t)z(t) + aay(t)z(t) — mz(t), VYt > 0.

On obtient 7 équilibres différents :

e E; = (0,0,0) : extinction des trois populations. Sa matrice Jacobienne est

r 0 0
donnée par Jg, = {0 r 0 |. Ainsi F; est instable Vr > 0.
00 —m
e Fy = (k,0,0) : prolifération des proies 1 mais extinction des proies 2 et des
—r 0 —a1k
prédateurs. Sa matrice Jacobienne est Jg, = [ 0 r 0 : instable.

0 0 aiak—m

e F3 = (0,k,0) : prolifération des proies 2 mais extinction des deux autres po-
r 0 0
pulations. La matrice Jacobienne est : Jg, = |0 —r —ask : instable.
0 0 ayfk—m

o £y = (k,k,0) : prolifération des deux proies mais extinction des prédateurs.
—r 0 —ark
IctonaJg, = 0 —r —aqgk et donc E, est stable si
0 0 aak+afk—m
ajak + as Sk —m < 0 et est instable sinon.

m r(aiak —m
o [x = ( ,0, (o 5 ) : coexistence des proies 1 et des prédateurs mais
aG o ajok
extinction des proies 2. L’équilibre est positif si ajak — m > 0. La matrice
mr m
_ 0 _r
a ok o
r(agm + ayak(a; — as))
i : — 0 0
Jacobienne est : Jg, 2ok
r(aiak —m) rasB(aiak —m) 0
ark ajak
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r(asm + ajak(a; — az))

On voit qu’une valeur propre est A\; = , les deux autres

ajak
mrk ot Ay — mr(ajak —m)

. On a ainsi :
aLo arok

étant données par Ay + A3 = —

- Soit ayak —m < 0 : Ej est négatif et instable car A3 < 0.
- Soit ajak —m > 0 et agm + ajak(a; — ag) < 0 : Ej est positif et stable.
- Soit ajak —m > 0 et agm + ayak(a; — ag) > 0 : Ej5 est positif et instable.
2
m asak
Par conséquent Fj est stable lorsque a; > — et ag > ——————.
ak a ok —m

B, — (O, m 7 r(a262k —m)

asf? a3k
extinction des proies 1. L’équilibre est positif si asfk —m > 0. On a :
r(aim + asfk(as — ay))

) : coexistence des proies 2 et des prédateurs mais

0 0
a3fk
0 mr m
Jrs = wpk B
raja(asfk —m) r(asBk —m) 0
a3fk ask
Elan —
Une valeur propre est A\| = rlam + azﬁﬂ k(a2 al)), les deux autres sont don-
a3
nées par Ay + A3 = —mr et Aoz = mr(azfk - m) On obtient ainsi :
as Bk as Bk

- Soit asfk —m < 0 : Eg est négatif et instable.
- Soit asfk —m > 0 et aym + azfk(az — a1) < 0 : Eg est positif et stable.
- Soit asfk — m > 0 et aym + asfk(az — ay) > 0 : Eg est positif et instable.

2
m as Bk
Par conséquent Ejg est stable lorsque as > — et a; > L
Bk as bk —m
B - arm + asfk(az — ay) asm + ayak(a; — az) r(ayak + axfk —m)
a3f + aia ’ a3f + aia T k(a38 + dda)
=(z*,y*, z*) : coexistence des 3 populations. La matrice Jacobienne associée :
ra*

— 0 —ax*

Jg, = 0 oyt gy |- L’équation caractéristique de Jg, est : A® +
k

ajaz*  asBz* 0
r r? alar  a3Pr
E(x*+y*))\2+ ﬁx*y* + a3By*2* + adarz* ) A+ T rry* 2t =0,

qui est de la forme A* + a; A% + as A + a3 = 0. On utilise le critére de Routh-
Hurwitz pour étudier la stabilité de E7 :

. a1:£(x*—|—y*)>Osix*>0ety*>0.

2
,
. Qg = (Ew*y* + a3By*z* + a%aw*z*) >0siz*>0,9°>0,2*>0.
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k k

TS * *\ ok T« 2 *\2 702 *)2 :

. alag—agzﬁ(x +y*)aty +Ez <a2ﬂ(y) +Ea1a(x)>>081
x* >0,y >0,z*> 0.

2 2
ajar  a3fr ,
.CL3:(1 26)x*y*z*>081x*>0,y*>0,z*>O.

A partir du moment oti 'on a z* > 0,4* > 0 et z* > 0 alors les conditions sont
remplies pour pouvoir appliquer le critére de Routh-Hurwitz et en déduire la
stabilité de I'équilibre E;. En fait, cela revient a dire que FE; est stable dés
qu’il est positif.

Résumé : les équilibres Ey, Es et E5 sont toujours instables.

Puis, si ajak + asfk —m < 0 alors Ej est stable et forcément a;ak — m < 0 ainsi
que asfk —m < 0 ce qui donne Fj5 et Eg négatifs et instables.

Ensuite, si ajak + asBk —m > 0 alors Ej est instable et il y a 3 cas possibles :

- Soit agm + ayak(a; — az) > 0 et aym + asfk(az —ay) > 0 : E5 et Eg sont instables
et F; est stable.

- Soit agm + ayak(a; —az) > 0 et aym + asfk(as —a1) <0 : Eg et E7 sont instables
et s est stable.

- Soit agm + ayjak(a; —az) < 0 et aym + asfBk(as —ay) > 0 : E5 et E7 sont instables
et g est stable.

Remarque : il est impossible d’avoir a la fois asm + ajak(a; — az) < 0 et
aym + asfk(as — az) < 0. En effet, comme tous les parameétres sont positifs, pour
avoir la premiére condition il faudrait que as > a; et pour avoir la deuxiéme condi-
tion il faudrait que a; > ao : absurde.

Avec les paramétres posés a I’équation (2.2), on peut représenter, sur un graphe

en dimension 2, I’équilibre vers lequel le systéme va converger suivant la valeur de a,
et de ay puisqu’il y a, pour chaque combinaison (aq, as), un unique équilibre stable.
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Equilibre stable en fonction de a et de a,

0.04

a

FIGURE 2.1 — Bifurcations pour le modéle (2.3) avec Lotka-Volterra

On voit qu’il y a quatre zones distinctes, ce qui implique donc quatre portraits
de phase différents :

- Pour a; et ay trés petits, le prédateur ne mange pas suffisamment de proies et
donc finit par mourir. Ainsi les solutions convergent vers E, (figure 2.2).

- Pour a; et ay assez grands et assez proches, le prédateur mange presque autant
des deux proies. Par conséquent, si 'une des quantités de proies est faible,
I'autre 'est aussi et donc la quantité de prédateur va diminuer. Ceci va se
stabiliser et les solutions vont converger vers F; : les trois espéces vont finir
par cohabiter ensemble (figure 2.5).

- Pour @y suffisamment plus grand que as (qui est suffisamment grand), le préda-
teur va manger en priorité les proies 1 parce qu’il les préfére ou parce qu’elles
sont plus facilement chassées. Il va les consommer jusqu’a qu’il n’en reste plus,
tout en consommant des proies 2 qui lui garantiront sa survie. A partir de
ce moment-1a on pourrait considérer le systéme sans les proies 1, c’est-a-dire
revenir sur le modéle (1.8) et voir qu'il y a effectivement coexistence des deux
populations restantes. Les solutions convergent donc vers Fg (figure 2.4).

- Le raisonnement inverse donne la convergence des solutions vers Ej5 lorsque as
est suffisamment supérieur a a; (figure 2.3).
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Portrait de phase avec Lotka-Volterra, a1=0.001 et a2=0.001 Portrait de phase avec Lotka-Volterra, a1=0.03 et a2=0.06
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FIGURE 2.2 — Convergence vers F, FI1GURE 2.3 — Convergence vers Fjs

Portrait de phase avec Lotka-Volterra, a1=0.06 et a2=0.03 Portrait de phase avec Lotka-Volterra, a1=0.03 et a2=0.03
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FIGURE 2.4 — Convergence vers Fjg FI1GURE 2.5 — Convergence vers Fy

On remarque encore une fois le probléme soulevé plus haut sur la réponse fonc-
tionnelle de Lotka-Volterra. A savoir que les prédateurs ne sont jamais rassasiés, ils
mangent d’autant plus qu’il y a de proies disponibles. Un autre probléme survient
lorsqu’il y a deux proies : la quantité de proies 1 tuées qui est a;x(t)z(t) ne dépend
pas de la quantité de proies 2 qui est y(t), et inversement. Alors que 1'on se doute
bien qu'un prédateur va manger d’autant plus de proies 1 si la proie 2 est en faible
quantité (la probabilité de rencontre étant alors plus importante). En revanche on
voit apparaitre un phénomeéne de préférence entre les proies avec les paramétres a; et
as : cela peut étre une préférence alimentaire mais aussi physique (facilité a attraper
une espéce plutot qu'une autre...). On va donc passer a la réponse fonctionnelle de
Holling 2.

2.3 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Holling 2

a1x
1+ a1hx + azhy
. Les deux problemes relevés avec Lotka-Volterra sont

La réponse fonctionnelle dans le cas de Holling 2 est : ¢,.(z,y) =

a2y
et T =

Gy(,y) 1+ arhax + ashy
résolus avec Holling 2, puisque les réponses fonctionnelles dépendent des densités
de chacune des proies. On voit en effet qu’a = fixé, plus y est petit et plus ¢.(x,y)
est grand. Il y a donc une certaine interaction entre les deux proies : plus 'une est
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présente, moins 1’autre sera tuée en grand nombre. Le systéeme se réécrit, Vi > 0 :

(dx B x(t) a1x(t)z(t)
W = et (1 "k ) T T ¥ ahall) + ashy(l)’
dy y(t) asy(t)z(t)
) = ) (1 Tk ) T 1+ aha(t) + azhy(t)’ (2.4)
@(t) _ aayz(t)z(t) Basy(t)z(t) —
\ dt 14 &1h£l?(t) + CLth(t) 14 Cllhl'(t> + aghy(t) )

On pourrait encore une fois calculer les équilibres et étudier leur stabilité analy-
tiquement, mais cela devient vite calculatoire et pas trés intéressant. On ne va donc
pas détailler ces calculs, mais on pourrait voir que 1’on obtient encore 7 équilibres
dont les 3 premiers FEy, Fs, F3 sont toujours instables. Les quatre autres équilibres
sont en revanche stables dans certaines zones. De la méme maniére que 'on a fait la
figure 2.1, on peut regarder numériquement, pour un nombre fini de points (aq, as),
combien d’équilibres sont stables (figure 2.6). On voit qu'’il y a toujours un seul équi-
libre au maximum qui est stable, mais, contrairement au cas de Lotka-Volterra, il y
a maintenant une zone ou aucun équilibre n’est stable. On peut donc aussi chercher
numériquement lequel des équilibres est stable sur chacune des zones (figure 2.7).

Nombre d'équilibres stables en fonction de a eta,
0.3

* 0 équilibre stable
* 1 equilibre stable

025 x >1 équilibres stables

0.2

N
© 015

0.3

FIGURE 2.6 — Nombre d’équilibres stables

Bifurcations pour Holling 2 et 3

0.2

o 015

0.1

0.05

0.3

FIGURE 2.7 — Bifurcations pour (2.4)

Les quatre portraits de phase correspondant & la convergence vers un équilibre
stable sont les mémes que précédemment (figures 2.8, 2.9, 2.10, 2.11).
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Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.005 et a2=0.005 Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.02 et a2=0.02
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Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.2 et a2=0.04 Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.04 et a2=0.2

‘ #* Equilibres instables‘

1 * Equilibres instables
#* Equilibre stable

* Equilibre stable

300

250

o ©
> >
[J] @ 200
© o
@ ‘8 150
'Q'- Q- 100
N N
120 50
100
0
0
20 . H
P y : proies 2
X : proies 1 X : proies 1
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Il y a aussi un autre cas, celui ot aucun des équilibres n’est stable. Les solutions
étant bornées, on en avait déduit en dimension 2, I'existence obligatoire de cycle
limite. En dimension 3 il peut se passer d’autre phénomeénes beaucoup plus com-
plexes. Cependant, ici on est dans un cas simple, ou il y a apparition d’un cycle
limite en trois dimensions. Ce cycle limite a une forme différente selon la préférence
du prédateur. En effet, si le prédateur n’a pas de préférence (a; = ay) alors les tra-
jectoires convergent vers un cycle limite symétrique par rapport au plan y = x (en
rouge sur la figure 2.12). En revanche, si le prédateur préfére manger par exemple la
proie 1, c’est-a~dire que a; > as, alors comme on le voit figure 2.13, le cycle limite est
courbé du coté y > x. En fait, le prédateur va manger essentiellement les proies qu’il
préfere au départ mais contrairement au cas de Lotka-Volterra, comme la prédation
dépend des deux quantités de proies, quand la proie préférée sera en trop petite
quantité, le prédateur va en manger trés peu, ce qui évitera a cette population de
proies de s’éteindre. Le prédateur va cependant continuer de manger les proies jus-
qu’a qu’elles soient en faible quantité, puis les prédateurs vont mourir par manque
de nourriture. Ensuite, lorsqu’il y a peu de prédateurs, les proies vont se reproduire
mais dans 'ordre inverse de la préférence. C’est-a-dire que la proie non préférée va se
reproduire trés rapidement puis ’autre proie va se reproduire. Méme si on comprend
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logiquement 'ordre dans lequel les proies se reproduisent, on peut quand méme se
demander pourquoi avec a; = 0.3 et as = 0.2 le cycle limite passe si proche de ’axe
(Oy). On a déja dit qu'un des problémes avec Holling 2 était la trop forte quantité
de proies tuées lorsque celles-ci sont en fait peu nombreuses. Avec deux proies on
peut méme étre plus précis et remarquer que la proportion de proies préférées tuées
est toujours supérieure a la proportion de proies préférées disponibles.

En effet, si la proie préférée est la proie 1 alors a; > ao. Or la proportion de

t)z(t)/(1 hx(t hy(t
proies 1 tuées a l'instant t est az(t)z(t)/(+ aha(t) + axhy(t)) =

(a1z(t)z(t) + agy(t)z(t)) /(1 + arhx(t) + azhy(t))
:(;(22 > . (t)x _(i) 0 qui est exactement la proportion de proies 1 disponibles.
o(6) + 2yt v

Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.3 et a2=0.3
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FIGURE 2.12 — Pas de préférence de proie

Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.3 et a2=0.2 Portrait de phase avec Holling 2, a1=0.2 et a2=0.3
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FIGURE 2.13 — Préférence pour la proie x FIGURE 2.14 — Préférence pour la proie y

Il y a donc manifestement un petit probléme de modélisation avec Holling 2 :
la proie préférée du prédateur est mangée en trop grande proportion. Ce probléme
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disparait avec Holling 3, grace a une particularité de cette réponse fonctionnelle : le
phénomeéne de switching.

Une petite remarque concernant les cycles limites : ils sont proches de trois hétéro-
clines différentes, passant de 1’équilibre E, a I’équilibre E; puis a ’équilibre Es si
as > ay ou Fj3 si as < ap, puis revenant a Fjy.

2.4 Etude du systéme dans le cas d’une réponse
fonctionnelle de type Holling 3

2
La réponse fonctionnelle dans le cas de Holling 3 est : ¢,.(z,y) = e

, 14 a1ha? + ashy?
a2y

et ¢y($7y) - 1+a2hx2—i—a2hy2
on peut voir (figure 2.15) que la courbe rouge est parfois au dessus et parfois au des-
sous de la droite y = x, contrairement a la courbe verte qui est toujours au dessus.
Cela signifie qu’avec Holling 3, le prédateur mangera en priorité la proie préférée,
si celle-ci est présente en grande proportion (plus de 40% dans cet exemple). En
revanche, lorsqu’elle est faiblement présente, le prédateur ne la mangera que tres
peu et s’attaquera principalement & ’autre proie. C’est le principe de switching qui
signifie simplement que le prédateur change de proies suivant les quantités relatives
de proies.

. Cette fois, avec a; = 0.3, as = 0.2 et donc a; > ao,

!\I!ise en évidence du phénomeéne de switching

s de proies 1 tuées
© o o o o o
s (5, [} ~ -] ©

o
©

Holling 2
——Holling 3
—— Droite y=x

Proporition
o ©
= [N)

o
T

0 0‘.2 X 014 . O.‘6 X _0.8
Proportion de proies 1 disponibles

FIGURE 2.15 — Lien entre proportions de proies disponibles et de proies tuées

Le systéme réécrit avec cette réponse fonctionnelle, devient :

(dr B z(t) arz?(t)z(t)
) = e (1_ k )_ 1+ arha?() + ashy?(2)

- (1 - y“)) azy”(t)2(1) (2.5)

, Vt >0,

dt k) 1+ aha®(t) + ashy?(t)’
dz - aax? (t)z(t) ﬁazyQ ()2(t)
* %(t) 1 aha®(t) + aphy?(t) 1T arha?(t) + ashy?(t) mz(t).

Encore une fois, I’analyse du modéle (2.5) devient vite calculatoire, on va donc
s’en passer. En fait on pourrait montrer que ’on obtient encore 7 équilibres, les 4
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premiers étant les mémes que précédemment, puis E5 et Eg sont facilement trou-
vables mais par contre les coordonnées du dernier équilibre E; est pénible a obtenir
méme si on peut montrer qu’il existe et qu’il n’y a pas d’autre équilibre. Le dia-
gramme de bifurcation donnerait quelque chose a peu prés pareil qu’avec Holling 2,
ainsi que les quatre premiers portraits de phase. Dans le cas des cycles limites, on
obtient d’autres formes, beaucoup plus lisses et plus logiques que précédemment, le
cas sans préférence de proie (figure 2.16) étant presque identique au cas précédent.
On voit cependant bien la différence avec les figures (2.17) et (2.18) puisque cette
fois, pour les mémes parameétres que pour les figures (2.13) et (2.14) respectivement,
les cycles limites ne suivent plus les axes. Il y a ainsi une régulation des populations
plus rapide et de maniére équilibrée entre les deux populations de proies. Ainsi,
la modélisation avec la réponse fonctionnelle de Holling 3 semble plus réaliste que
les autres dans le cas considéré, puisqu’elle refléte d’avantage le cas d’un prédateur
tel que le renard et des proies telles que des campagnols. On verra dans la partie
suivante une modélisation un peu plus complexe, mais aussi plus réaliste du méme
probléme.

Portrait de phase avec Holling 3, a1=0.3 et a2=0.3

5}
=3
S

« Equilibres instables
Cycle limite

z : prédateurs
- - n n
8 8 8 8

o
=}

X : proies 1

FIGURE 2.16 — Pas de préférence de proie

Portrait de phase avec Holling 3, a1=0.3 et a2=0.2 Portrait de phase avec Holling 3, a1=0.2 et a2=0.3
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FIGURE 2.17 — Préférence pour la proie x =~ FIGURE 2.18 — Préférence pour la proie y
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Deuxiéme partie

Modélisation avec des EDP
structurées en age de la proie
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Introduction

Les modeéles d’EDO, aussi complexes soient-ils, ne permettent pas de distin-

guer les individus selon une variable, de maniére continue. En effet on ne prend en
compte que le temps qui s’écoule, ce qui limite les capacités réalistes de modélisation.
C’est ainsi qu’au début du 20éme siécle, des modeéles structurés sont apparus et ont
commencé a étre étudié. Ces modeéles composés d’équations aux dérivées partielles
(EDP) permettent de décrire des populations pour lesquelles on veut différencier
les individus selon une caractéristique propre (age, taille, espace, charge d’infection,
temps d’infection depuis contamination...). C’est pourquoi ils ont été utilisés dans
de nombreux contextes tels que la dynamique de population cellulaires, I’épidémio-
logie, la démographie. Les premiers travaux sur ces modéles datent de 1911 avec
Sharpe et Lotka [18|, de 1926 avec McKendrick [12], et d’un peu plus tard avec
Kermack ou encore Von Foerster. Dans leurs modéles, les processus de naissance et
de mortalité étaient des fonctions linéaires en les densités de population. Ils ont été
rigoureusement analysés par Feller, Bellman ou encore Cooke a 'aide d’équations
intégrales de Volterra.
Dans les années 70, des modéles non-linéaires ont été construits, par exemple celui
de Gurtin et MacCamy [8]. Ils ont été analysés par de nombreux mathématiciens tels
que Ianelli, Cushing, Dieckmann, Perthame, Magal, Webb, etc... Trois principales
méthodes d’analyse ont été utilisées : par équations intégrales (Iannelli [10], Webb
[20]), par problémes adjoints (Perthame [17]) et enfin par la théorie des semi-groupes
(Webb [20], Banks [3|, Pazy [13]). Dans cette partie, nous utiliserons la troisiéme
méthode afin d’analyser un modeéle proies-prédateurs avec structuration en age de
la proie ; modéle qui sera en lien avec le modeéle précédent d’EDO. Cette théorie est
en effet trés efficace pour obtenir des résultats asymptotiques.
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Chapitre 3

Modéle étudié et quelques rappels
sur les semi-groupes

3.1 Systéme

On va maintenant supposer que la mort et la naissance des proies dépendent de
leur age. Il est en effet trés réaliste de supposer que les proies ne peuvent se reproduire
qu’a partir d'un certain age et qu’elles sont plus susceptibles d’étre attaquées si elles
sont trés agées ou au contraire tres jeunes. On construit ainsi le modéle structuré
en age suivant :

( Ox Ox
E(tv CL) + %(t CL) = —,u(a)x(t, CL) - ay(t)V(a>x(t7 CL),
d . o0
) = ay(t) ;" @)t a)da - dy(t),
z(t,0) f0+°° B(a)x(t,a)da Yt > 0 : condition aux bords,
{ z(0,a) = zo(a) Va >0 et y(0) =y : conditions initiales,
(3.1)
ou :

e 1(t,a) est la quantité de proies a I'instant t et d’age a,

e y(t) est la quantité de prédateurs a I'instant t.

Rappels : LP(R") = {¢: RT — R* définies p.p. | sup [¢(x)| < 400} et
z€RT

LL(RT) = {¢ : RT —» R définies p.p. | [, |¢(x)|dx < 400}

Définitions et hypothéses :

e 1 est la fonction représentant le taux de mort suivant I’age de la proie. On
prend p € L°(R") puisqu’il y a seulement un nombre fini de proies de tout
age qui meurent. On choisit p qui ne soit pas dans L} (R") et qui vérifie de
plus p(a) > po > 0, pour presque tout a > 0 car tout individu meurt a un age
donné. Cela a pour conséquence : f * p(a)da = 400 qui modélise le fait que
tout individu meurt & un age fini,
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0 est le taux de mort constant des prédateurs. On suppose 6 > 0 par raison
biologique évidente.

~ est la fonction qui représente le taux de prédation suivant I’age de la proie.
On suppose que v € L°(R™) pour limiter le nombre de proies de tout age qui
sont chassées.

[ est la fonction représentant le taux de naissance des proies. On suppose que
p € LY(R*) pour limiter le nombre de naissances.

a est le coefficient indiquant le pourcentage de proies chassées qui meurent.
Or le prédateurs doit manger une certaine quantité de proies avant de se re-
produire : cela est modélisé par le coefficient &. On suppose donc logiquement
quel<a<a<l.

Ces hypotheéses faites, on peut alors expliquer le modeéle (3.1) en détails.

Sens biologique du modéle :

—u(a)z(t,a) représente la quantité de proies d’age a qui meurent de cause
naturelle a I'instant t,

—ay(t)y(a)z(t,a) représente la quantité de proies d’age a qui meurent a cause
de la prédation a l'instant t,

ay(t) f0+°° v(a)x(t,a)da représente la quantité de prédateurs qui naissent a
I'instant t,

—0y(t) représente la quantité de prédateurs qui meurent de cause naturelle a
I'instant t,

f0+oo B(a)x(t,a)da représente la quantité de proies d’age 0, c’est-a-dire qui

naissent.

Avant de passer a I'analyse du modéle (3.1), on va commencer par faire quelques
rappels sur la théorie des semi-groupes. On va en effet s’en servir afin de démontrer
I'existence, I'unicité et la positivité des solutions, puis pour étudier les équilibres du
systéme.

3.2

Rappels sur les semi-groupes

On fait quelques rappels sur la théorie des semi-groupes nécessaires pour com-
prendre la suite. On se servira essentiellement de [13] et de [5] que l'on pourra
regarder pour plus de détails. Dans toute la suite de cette section, X désignera un
espace de Banach.

Définition 3.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés T(t), 0 < t < oo de X
dans X, est un semi-groupe sur X si :

(i) T(0) =1 : lopérateur identité sur X,
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(1)) T(s+t) =T(s)T(t) Vs, t >0 : propriété de semi-groupe.
Il est de plus uniformément continu si 1in& |T(t)—I|| =0.
—

Il est dit fortement continu si Pr% T(t)x = x, Vo € X. On appellera semi-groupe
—

de classe Cy ou plus simplement Cy semi-groupe tout semi-groupe fortement continu
d’opérateurs linéaires bornés sur X.

Théoréme 3.2. Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors il existe deuxr constantes
w>0et M >1 telles que ||T(t)]] < Me“t, V0 < t < oo. Voir [13] pour la preuve.

Définition 3.3. Si dans la majoration du théoréme précédent, on a w = 0 alors le
semi-groupe est dit uniformément borné. Si de plus M = 1, on a un Cy semi-groupe
dit de contractions.

Définition 3.4. Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur X. On appelle
générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>0, 'opérateur linéaire suivant

T(Hx —
A:DA)C X = X ou Az = lirrol W,Vx € D(A), ou D(A) est le domaine
T(t)x —

de A défini par : D(A) ={z € X : 11511% ’ existe}.

—
Définition 3.5. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dit fermé si son
graphe I'y = {(z, Ax),x € D(A)} est un sous-espace fermé de X €@ X .

Proposition 3.6. Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Les trois pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

(i) A est fermé.

(1) ¥(zp)n>1 € D(A) telle que xz,, — z€ X et Az, — ye€X onaxe D(A)

n—-+o0o n—+o0o

et Avr =y.
(iii) D(A) muni de la norme ||x|pay = ||x||x + ||Az|x est un espace de Banach.
On pourra regarder [4] pour la preuve.

Définition 3.7. Soit A un opérateur linéaire, pas mécessairement borné, sur X.
On appelle ensemble résolvant de A, l'ensemble p(A) = {\ € C tels que \I —
A soit inversible}. La résolvante de A est la famille d’opérateurs linéaires bornés
R\ A) = (M — AL X e p(A).

Un théoréme important est celui de Hille-Yosida qui donne une condition néces-
saire et suffisante pour obtenir I'existence d’un générateur infinitésimal.

Théoréme 3.8 (Hille-Yosida). Un opérateur linéaire non borné A est le générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions T'(t),t > 0 si et seulement si :
(i) A est fermé et D(A) est dense dans X.

(ii) L’ensemble résolvant p(A) de A contient RT et VA > 0, ||R(A, A)|| <

>

Corollaire 3.9. Un opérateur linéaire non borné A est le générateur infinitésimal
d’'un Cy semi-groupe qui satisfait | T(t)|] < e*t si et seulement si :

(i) A est fermé et D(A) est dense dans X.

(u)l L’ensemble résolvant p(A) de A contient {\ € R,\ > w} et VA >0, ||[R(N, A)|| <

A—w
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Remarque : si on montre que w < 0 alors le semi-groupe est contractant, ce qui
est trés utile pour pouvoir montrer la stabilité des équilibres.

Définition 3.10. Un opérateur linéaire A est dissipatif si |[(AM —A)z| > A||z||, Yz €
D(A) et A > 0.

Définition 3.11. A est dit accrétif si Vo € D(A) et VA > 0, on a ||[(AM + A)zx| >
Al

Théoréme 3.12 (Lumer-Phillips). Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A)
dense dans X . Si 3w > 0 tel que (wI—A) soit dissipatif et si INg > w tel que (Aol —A)
soit surjectif alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (T'(t))i>0 qui
satisfait ||T(t)|| < e“t, Vt > 0. On remarque que l'on n’a pas besoin de montrer que
A est fermé, puisque cela est vrai dés que l'on a la dissipativité et la surjectivité.
Voir [13] pour la preuve.

Définition 3.13. Soit E un espace de Banach ordonné dont le cone positif est
générateur et normal. Alors un opérateur A sur E est dit positif résolvant s’il existe
w € R tel que (w,+00) C p(A) et R(N\,A) >0 VA > w.

Proposition 3.14. Soit A un opérateur différentiel qui est générateur d’un Cy semi-
groupe (T'(t))i>0. Si A est positif résolvant alors le semi-groupe T'(t) est positif.
Voir [1] pour la preuve.

3.3 Rappels sur les équations d’évolution non li-
néaires

On définit le probléme de Cauchy semi linéaire suivant :

du
{ ) = Ault) + (¢, ult)), t > to (32)

U(to) = U,

ol A est le générateur infinitésimal d’'un Cj semi-groupe T'(t), ¢t > 0 sur un espace
de Banach X.

Définition 3.15. On appelle solution mild (douce) du probléme (3.2), toute fonction
continue u qui satisfait la formule de Duhamel suivante :

t
w(t) = T(t — to)uo + / T(t — 5)f(s, uls)))ds. (3.3)
to

On peut maintenant énoncer un théoréme qui nous assure ’existence et 'unicité
des solutions du probléme (3.2).

Théoréme 3.16. Soit f : [tg, T] x X — X une fonction continue en t sur [to, T| et
globalement Lipschitzienne sur X, de constante L. Si A est le générateur infinitésimal
d'un Cy semi-groupe T(t), t > 0, sur X un espace de Banach, alors Yuy € X, le
probléme (3.2) a une unique solution mild u € C ([ty, T], X).

On utilise le théoréeme de Banach-Picard pour la preuve, voir [15].
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On peut énoncer une version plus faible, ol la fonction non linéaire f est seule-
ment localement Lipschitzienne.

Théoréme 3.17. Soit f : [tg,+o0] x X — X wune fonction continue en t > t,
et localement Lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, sur X. Si A est le
générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T'(t) sur X alors Yug € X I tyax <
+oo tel que le probleme (3.2) a une unique solution mild w sur [ty, tmax| . De plus si
tmax < 00 alors tiltm |u(t)]] = 4o00.

max

La démonstration est semblable a la précédente, la fin étant liée au lemme des bouts
(lemme 1.2), voir [13].

On a deés a présent les résultats suffisants pour pouvoir nous assurer que le
probléme (3.1) est bien posé.
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Chapitre 4

Analyse du modéle EDP avec
condition aux bords homogeéne

On commence par la démonstration dans le cas ou il n’y a pas de naissance.
C’est-a-dire que 'on suppose que f = 0 et donc z(¢,0) = 0 Vi > 0.

4.1 Cadre de travail

Une solution du probleme (3.1) sera une fonction u : ¢ — u(t) = <xg§1&)))

Ou z(t,.) : a — x(t,a) est une fonction et y(¢) un réel.

Comme la population totale de proies a l'instant t est donnée par fooo z(t,a)da qui
est exactement la norme L' de la fonction z(t,.) : a — x(t,a) si celle-ci est positive
et donc réaliste biologiquement, il sera donc naturel de chercher des fonctions x(t, .)
dans L'(R™). De plus, a tout instant ¢ > 0, la quantité y(t) + f0+°°x(t, a)da est la
population totale de proies et de prédateurs a 'instant t.

On considérera donc lespace des solutions comme étant : X = L'(R™) x R.

On notera X, = L (RT) x R* le cone positif de X.

On va donc supposer que les conditions initiales sont dans ce cone : (zg,yo) € X

4.2 Probléme de Cauchy

On commence par ramener le probléme (3.1) en un probléme de Cauchy semi
linéaire. Ce passage est assez classique dans la théorie des semi-groupes. Il faut
commencer par définir 'opérateur différentiel en ne considérant que la partie linéaire
de (3.1),

A:D(A)C X — X avec A = (g _05> , (4.1)

ou L est 'application linéaire définie par Lo = —¢’ — u¢. On définit son domaine

D(A) = {(¢,2) € X tq p € WH(RT) et ¢(0) = 0} de maniére a ce que tous les
termes soient bien définis et & vérifier la condition aux bords.
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On définit la fonction f qui prend en compte la partie non-linéaire du probléme par

f:X = X avec f(¢,2) = <dz f;ﬁfzgg;ib((z)da) ot ¢ € LY(R*) et z € R.
(4.2)

On obtient ainsi le probléme de Cauchy semi-linéaire suivant :

%@) = Au(t) + f(u(t)), (4.3)
u(0) = (%(')EL(R )>' |

yo € R

On va se servir du théoréeme 3.17 pour montrer ’existence et 'unicité locale du
probléme (4.3). On va commencer par montrer les hypothéses de ce théoréme qui
concernent la partie linéaire du probléme dans la section 4.3 puis on s’intéressera
a la partie non-linéaire dans la section 4.4. On montrera dans la section 4.5 que le
probléme (4.3) admet une unique solution positive globale.

4.3 Partie linéaire du probléme

Vérifions que 'espace considéré X est bien un espace de Banach.

Proposition 4.1. L’espace X = L'(R') x R muni de la norme ||(¢,2)]|x =
Pl ey + 2], ¥(4,2) € X, est un espace de Banach.

Démonstration. On vérifie aisément que |[|.||x est une norme sur X. De plus X est
complet comme étant le produit fini d’espaces complets. O

Montrons a présent que 'opérateur différentiel A défini par (4.1) est le générateur
infinitésimal d'un Cj semi-groupe sur X. On va pour cela utiliser le corollaire 3.9
dont il faut auparavant vérifier les hypotheses.

Proposition 4.2. L’opérateur différentiel A est fermé.

Démonstration. 1l suffit de montrer, d’aprés la proposition 3.6, que D(A) muni de la
norme 0| pcay = ||0]|x + || A0 x, VO € D(A), est un espace de Banach. On montre
facilement que |[|.||pca) est une norme sur D(A).

Pour montrer que (D(A), ||.||p(a)) est complet, on prend (¢n, 2,) € D(A)N une suite
de Cauchy. Ainsi ¢,, € WH1(RT) qui est un espace complet, donc ¢, Wy G0, Cest-

n—-+o00

1 1
a-dire que ¢, L boo €t @, L ¢, De plus z, — 2z, € R puisque R est
n——+o0o

n—-+00 n—+00
complet. Puis ||pud, — tdoollzr < ||l 2o -||Pn — Pool| 21 n;)oo 0 puisque ||p]| e < 400.

1
Par conséquent u¢, . _%roo Hdoo. On peut ainsi voir que (¢, z,) converge dans D(A)

vers (¢oo>zoo)- En effet : "(¢nazn) - (¢007200)HD(A) S |’¢n - ¢OOHL1 + |Zn - Zoo‘ +
| Pn — boo) + (@, — &)1 + 8]2n — 2] — 0. La suite de Cauchy est donc

n—+oo
convergente et I'espace D(A) muni de sa norme ||.||pa) est complet. O

Proposition 4.3. Le domaine D(A) de A est dense dans X .
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Démonstration. On sait que {¢p € C*(R") : ¢ € WH(RT)} = C*(R"). Donc
Ce(RT) C {¢p € WH(RT) : ¢(0) = 0} C LY(R™). Ainsi C°(RT) x R C D(A) C X.
Or C*(R™) est dense dans L'(RT). Ainsi, en passant a I'adhérence dans X les
inclusions précédentes, on obtient X € D(A) C X. Par conséquent D(A) = X et
D(A) est dense dans X. O

Afin de pouvoir utiliser le corollaire 3.9, il faut & présent montrer la condition
(i), c’est pourquoi on va maintenant regarder la résolvante de A.

Proposition 4.4. Il existe w > 0 tel que l’ensemble résolvant p(A) de A contient

{NeR: X >w}. De plus la résolvante de A satisfait ||[R(A\, A)||x < o
w

Démonstration. Soient (g,y) € X et A € R tels que R(\, A) = (M — A)~! existe.
On cherche (¢,z) € D(A) qui vérifie R(A, A). (g) = (f) & R7Y(\A). (f) =

(1) = 0= ()= ()

d
- { o)+ O+ pl@)d) = gla) @)
A+0)z =y
La premiére équation de (4.4) se résout facilement. En effet elle est équivalente a :
d a a
- (@) exp (Ji' (A + p(5))ds)) = gla) exp ([ (A + p(s))ds)

Puis, en intégrant ’expression précédente entre 0 et a, on obtient :

o(a) exp (foa()\ + u(s))ds) — ¢(0) = Jy 9(u) exp (fou()\ + u(s))ds) du.

Ainsi, puisque ¢(0) = 0, le systéme (4.4) est équivalent a :

dla) = Jyglu)exp (= [2(A+ uls))ds) du.
Ty (4.5)
A+0

z =

Par conséquent une condition nécessaire pour que R(\, A) soit bien définie est d’avoir
A # —6.
Vérifions que (¢, z) appartienne bien & D(A). Déja, z € R car y € R et A # —9.
. +o0 a a
Puis [[§lacxe) = Jy ™ |2 9(u) exp (— 2O\ + p(s))ds) do da.
Or p(a) > pg >0, Ya > 0 et g € LY(RT).

+oo a a
Ainsi ||| 1@y < / / lg(u)| exp (—/ (A + ,uo)ds) duda.
0 0 u

+00 too
Par Fubini on obtient : ||@|| 1@+ < / lg(u)] exp(()\—l-,uo)u)/ exp(—(Apo)a)dadu.
0

u
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= gl _ ol
Adpo T A+ o

90 ()] da = / " 19(@)— (M- u(a))(a)]da.

Cest-a-dire ||| p1r+) < / < 4o00. Donc ¢ € LY(R™).
0

——(a)

+oo
Puis d’aprés le systéme (4.4) on a /
0 da

Donc

Lt
Puisque ¢(0) = 0, on obtient bien (¢, z) € D(A).

< Nglleres) + Mol ey + |plliell@llr < +oo et ¢ € WHHRY).

Busuite, | RO A). ()] =169l = ol + 12 < 1920, B
Si on note w = min(d, uo) alors HR()\, A). (g) < M
v/l x A+ w
Ainsi [|[R(A\ A)||x < S et {AeR:A> —w} C{AeR:A> -} Cp4
puisque —0 < —w. n

On a démontré les hypothéses nécessaires du corollaire 3.9 pour pouvoir I’appliquer.

Théoréme 4.5. L’opérateur différentiel A est le générateur infinitésimal d’un C
semi-groupe (Ta(t))iso sur X qui satisfait [|T4(t)| < e ', Vt > 0. De plus le semi-
groupe est positif sur X .

Démonstration. D’aprés les propositions 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4, on a les hypothéses
nécessaires et suffisantes pour pouvoir appliquer le corollaire 3.9 et en déduire la
premiére partie du théoréme.

De plus, on voit facilement, d’aprés le systéme (4.5) que R(\, A) >0, VA > —§ sur
X . Ainsi le théoréme est démontré avec la proposition 3.14. O

Maintenant que la partie linéaire est traitée, on va regarder la partie non-linéaire.

4.4 Partie non-linéaire du probléme

Pour pouvoir appliquer le théoréme 3.17, il reste & montrer que la fonction non
linéaire est localement Lipschitzienne.

Théoréme 4.6. La fonction non-linéaire f définie par (4.2) est localement lipschit-
zienne sur X.

Démonstration. Soit (¢, 20) € L'(RT) x R. Soient M > 0 et ((¢1,21), (¢, 22)) €
B3 (60.20) OW Bt (90,20) = 1(8,2) € X 1 [|(¢, 2) = (¢, 20)||x < M} est la boule centrée
en (¢o, 29) et de rayon M.

Ainsi Vi = 1,2, ||¢i|| ey < M =+ ||(do, 20)||x et |zi| < M + [[(¢o, 20) | x-

Puis || f(¢1,21) — f(d2, 22)|lx = llay(paze — ¢121)|| presy + |az1 [ v(a) ¢ (a)da —
azy f0+oo v(a)p2(a)da|. En faisant apparaitre ay¢poz; dans la premiére norme et
azy f0+°° v(a)p2(a)da dans la seconde norme, on peut majorer facilement :

1 (61, 21) = f(d2, ) x < allVllpo@e) [[102llr@ylz2 — 21 + 162 — dillLiny|zl] +
AVl e [lalllér = G2l + 121 — 22|62l 1] Or 0 < 6 < o
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De plus, avec les majorations faites un peu plus haut, on arrive a :

1f (1, 20) = f (92, 22) 1x < 2|7l ey (M +[[(d0, 20) 1 x) [[ld1 = Pallagery + |21 — 2]
Ainsi || f(¢1, 21) — f(P2, 22) || x < C|(d1,21) — (¢2, 22)|| x, ot C est la constante indé-
pendante de (uq, 21) et de (ug, 22) : C = 2||Y|| ooty (M + [|(¢0, 20) || x -

Ainsi f est localement Lipschitzienne sur X. O

On a ainsi démontré que toutes les conditions étaient réunies pour pouvoir appliquer
le théoréme 3.17 et obtenir I'existence et 1'unicité locale des solutions de (4.3), ce
que l'on va faire dans la section suivante.

Mais avant, regardons la différentielle de f autour d’un équilibre quelconque et éta-
blissons un résultat qui sera utile par la suite.

Notons E = (z*,y*) un point d’équilibre. Alors un calcul simple nous donne

—ayy().  —an()er() ) e
Dpf=1{. 00 oo . la différentielle de f autour de E.
2 (ay* [ @ [ y(a)a*(a)da /

Proposition 4.7. La fonction f est de classe C*. De plus, en décomposant

Dgpf = Dgfi + Dgfs avec Dgfy = (dy* 0+<>o7 df;gzgél)g*((.()ﬂda) “
0 ) 0

Dpfi = (—ayo’y(.). 8), alors Dgfy est un opérateur compact. On s’inspire de

Uarticle [2] pour montrer la compacité.

Pour démontrer cette proposition, on a besoin d’énoncer un théoréme dont la
preuve peut étre trouvée dans [21], puis un lemme.

Théoréme 4.8 (Fréchet-Kolmogorov). Soit B un ensemble borné de LP(R™) avec
p € [1,+o0[. Alors B est relativement compact si et seulement si on a :

o }llirr(l)||7'hf — fllzr@ny = 0 uniformément sur B ou 1, f est la translation de f par
%
h, i.e. of(x) = f(x —h).

e lim [

m | |f(x)|Pdz = 0 uniformément sur B.
r—400

x|>r

Lemme 4.9. Pour toute fonction f € LP(R"), 1 < p < 400, |}llllrn lmnf — fll, =0
—0
ot |[-llp = -l o @y -

Démonstration. Soit f € LP(R™) et soit € > 0. Par densité de C.(R") dans LP(R"),
il existe une fonction g € C.(R™) telle que || f — g||, < €/3. De plus, une translation
étant une isométrie, elle conserve ainsi les distances et par conséquent Vh € R,
\nf — mall, = ||f — 9ll, < €/3. Puis montrons que ||7,9 — g, = 0. Supposons

(sans perte de généralité) que g soit contenue dans la boule B(0, R) et que |h| <
1. Alors les fonctions g et 7,¢g sont nulles en dehors de K = B(0, R + 1). Ainsi,

Imng = gllh = [ lg(z = h) = g(z)Pdz < MK)sup{|g(z) — g(«)] : |z — 2’| < |h[}
ou A(K) désigne la mesure de K. Comme ¢ est continue sur un compact, elle est,
d’aprés le théoréme de Heine, uniformément continue sur B(0, R). Ainsi 3h* € R”

tel que |z — 2| < |h*| = |g(z) — g(2')| <

3)\(€K) et donc ||Thg — ||} < ¢/3.
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On a trouvé ainsi h* € R™ tel que ||7,f— fll, < |1mnf—mngllp+Imng—9llp+19—fll, < €
Il

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 4.7.

Démonstration. Commengons par montrer que Dgf est une application lipschit-
zienne. On a, v{(ulavl)v (u271)2)} S X27 ||D(U1,v1)f - D(Uz,’vz)f”X < O‘H’V”L"O(’UQ -
v1| + |luz — ua|r)

+a [ vl (Jur — v2| + JJuy — usl|z2) . Ainsi, comme 0 < & < a, on a alors
HD(ul,vl) - D(u27v2)HX < 20|y pee [ (ur, v1) = (ug, v2)| x-

Donc Dgf est une application lipschitzienne et est donc un opérateur borné. De
plus, Dgf étant défini de X dans X avec X étant un espace vectoriel normé alors
Dpgf est continue et f est de classe C?.

Comme Dg f est continu, alors Dg fy aussi. On montre alors que Dg fy est compact
si toute partie bornée de X est envoyée sur une partie relativement compacte de X.
On écrit Dgfy = g; clest-a-dire Gy : X — LY(RT) et Gy : X — R. Comme G5
a son image incluse dans R (dimension finie), il est donc compact.

Par conséquent il reste & montrer que GGy est compact. On prend S un sous-ensemble
borné de X, c’est-a-dire que IM € RT tel que V(¢p,z) € S,||(¢,2)]|x < M. Mon-
trons que G1(S) est relativement compact dans L'(RT). On va pour cela utiliser le
théoreme 4.8. Déja, G1(S) est un ensemble borné de L'(R™).

Ensuite, soit (¢, 2) € S, alors G1(¢, 2)(a) = —ay(a)x*(a)z.

Premiérement, soit h € R*, alors :

IG1(9:2) = Gi(¢ 2l mesy < alz] [ W(@)a*(a) —y(a+ h)2*(a + h)|da
< aM|m(ya") = ()|l e

Comme v € L®(R™) et z* € L'(R™) alors yz* € L*(R™"). On peut ainsi appliquer
le lemme 4.9 et en déduire que sup ||7,G1(9, 2) — G1(9, 2)|| 1@ty — O.

(¢.2)€S h=0
Deuxiémement, soit r € [0, 00|, alors :

[F21G(¢la), 2)|da < az [ |y(a)z*(a)|da

<l [ 1 say(a)1(@)2* (a)da (46)

Comme 1 () — 0,Va >0 et qu'on peut majorer la fonction dans I'intégrale
r—+00

par y(a)x*(a) qui est intégrable sur [0, +o0], alors par le théoréme de convergence
dominée on en déduit directement que sup f:roo |G1(p(a), z)|da N 0. Ainsi, le
r—+00

(,2)€S
théoréme 4.8 appliqué a G1(S) implique que G1(S) est relativement compact dans
LY(RT) et donc Gy est compact. Ainsi Dg f, est un opérateur compact. ]

4.5 Le probléme est bien posé

Théoréme 4.10. Pour tout (zo(.),y0) € X, Ftmax < +00 tel que le probleme (4.3)
admet une unique solution mild u € C([0, tmax|, X).

Démonstration. Le théoréme 3.17 nous donne directement le résultat. O
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Ce théoréme donne l'existence et 'unicité d’une solution maximale. Elle ne ga-

rantit ni qu’elle est globale i.e. t,.,, = 400, ni qu’elle reste positive. On va donc
devoir remontrer a la main que les solutions sont globales et qu’elles restent positives
du moment que les conditions initiales le sont aussi. Pour montrer le premier point,
on va se servir de la preuve du théoréme 3.17 (voir [13]) ainsi que de I'article [15]
pour la démonstration. L’idée est basée sur le théoréme du point fixe de Banach-
Picard, ou il faut trouver une application contractante sur un espace de Banach et
prouver que 'unique point fixe est la solution positive cherchée. Pour montrer que la
solution est globale on utilisera un raisonnement par I’absurde souvent utilisé dans
ce type de systéme.
On aura auparavant besoin de deux lemmes pour pouvoir démontrer le premier point.
Un lemme qui montre que la fonction non linéaire f vérifie une condition de Lip-
schitz utile par la suite. Un autre lemme qui permettra de prouver que les solutions
restent positives. On notera par la suite B, = {(¢,2) € X : [|(¢, 2)||x < m}.

Lemme 4.11. [l existe K > 0 tel que VM > 0 et V((¢1, 21), (92, 20)) € B3, on a
1 (01, 21) = f(92, 22) [ x < KM|[(¢1,21) — (2, 22) | x-

Démonstration. Cela se démontre de la méme maniére que le théoréme 4.6 et on
trouve pour constante K = 2a||7y|| Lo (m+).- O

Lemme 4.12. Vm > 0, 3\, > 0 tq (¢,2) € BN X4 = f(d,2) + An(0, 2) € X

Démonstration. Soient m > 0 et (¢,2) € B,, N Xy. Alors on a f(¢, 2) + (o, 2) =
( 20797 F Amd ).OrzZO,&ZO,VeLCf(]R*) et ¢ € L' (RY).

az f;oo v(a)p(a)da + Ay, z
Donc az f;oo v(a)p(a)da + Az > 0. De plus, —ayoz + Apd = ¢(Am — ayz).
Or ||(¢,2)]|x < m donc |z] = z < m. Ainsi —az > —am et donc si on a A, >
am||y||ze @y alors ¢(A, — ayz) € LL(RY).
On a donc montré que f(¢, z) + A\n(9, 2) € X, O

A partir de ces deux lemmes, on va pouvoir en déduire la positivité des solutions.

Théoréme 4.13. Pour tout (x¢(.),y0) € X+, 3 tmax(To,v0) < +00 tel que le pro-
bleme (4.3) admet une unique solution mild (x,y) € C([0, tmax(To, Yo)[, X4 ).

Démonstration. Soient m > 0 et A, > am||y||re®+) de maniére & pouvoir utiliser
le lemme 4.12 par la suite. On modifie 'opérateur différentiel A et la fonction non-
linéaire f de la fagon suivante : A,, = A—\,,[ et f,, = f+ Al ol on reconnait 1'ex-
pression de f,,, comme celle du lemme 4.12. On pourrait montrer comme précédem-
ment que A, est bien le générateur infinitésimal d'un Cj semi-groupe (T4, (t))t>0
vérifiant ||Ty,, (t)]| < e”PmF@) vt > 0 et qui est de plus positif sur X,. On défi-

nit r,, par r,, = 2 H 91:0) X sup [|Ta,,(s)|]| > 0 qui permettra de démontrer que
Yo/ llx  teo,

I’application considérée plus tard conserve bien I'espace souhaité. On considére m

assez grand pour que 7, < m et on notera X" = X, N B, C B,,. Ainsi, dés qu'un

couple (¢, z) € B, alors automatiquement (¢, z) € B,, et on peut alors appliquer le

Tm

42



1
2(Krm + Am) X sup [|Ta, (s)llx |
t€(0,1]
ce qui nous permettra de montrer que ’application considérée est bien contractante
et qu’elle préserve le bon espace de Banach.
Etant donnée la forme des solutions mild (définition 3.15), on définit alors I'opéra-
teur linéaire G : C([0, 7], X) — C([0, 7], X) par :

lemme 4.12. On pose 7 > 0 tel que 7 < min | 1,

Gla(t, ), y(t)) = T, (1). (xo) + /0 T (=)o (“”y((ss))> ds. (A7)

Yo

Soient ¢t € [0, 7] et (x,y) € C([0, 7], B,,,

Pour cela on calcule ||G(z(t),y(t))||x < sup [|T4,,(s)]|x % H
1]

s€(0,t

Or fro=f+ M et ||f||x < Kry, d’aprés le lemme 4.11.
st Gt ) (0 < sup [T, ) x [ ()

). On va montrer que G conserve C([0, 7], X'™).
Lo

+ )| fm .
()] + sy

+ t(Krp + )\m)] :

X

sG[ Jt] X
Puis ||G(z(t,.),y(t))]|x < 7 + T(K’I“m + Ap) X sup ||Ta,, (s)|lx par définition de
s€[0,¢]
rm. Donc ||G(z(t,.),y(t))]|x < 7 4 im = ry, par définition de 7. Ainsi G conserve

2

C([0,7], By,,). De plus, si (z,y) € C([0, 7], Xi™), alors (x(t,.),y(t)) € B,,, N X1 C
B, N X, Vt >0 et donc f,(x(t,.),y(t)) € X, d’aprés le lemme 4.12. De plus, le
semi-groupe (T4, (t))i>0 étant positif et (xo,70) € X4, on en déduit d’aprés 1'ex-
pression de G, que G(z(t,.),y(t)) € X,. Ainsi l'application G conserve 'espace
C([0, 7], X7).

Montrons & présent que G est contractante. Soient ((x1,v1), (2, y2)) € C’([O 7'] Xm).
Alors [|G(x1(1), y1(t) — G(a(t), y2(8))llx = || Jy Tan(t — s |fm 1(s, ),

Fm(a(s: ) p()ldsllac < 80P [ Tan () X [Km - And ( >> ( )
Dot |G (t, ), 1 (1) — Gl ), o0 < 5 (xé(@))) (yz(t)))

Ainsi G est contractante sur C([0, 7], X™) de constante de Lipschitz 1/2.

Comme 'espace C([0, 7], X ™) est inclus dans I'espace C([0, 7], X') qui est de Banach
puisque c’est ’ensemble des fonctions continues sur un compact et & valeurs dans
un espace de Banach. On peut alors appliquer le théoréme de Banach-Picard et en
déduire qu'il existe une unique solution a (4.3), qui est (z,y) € C([0, 7], X ™) telle
que G(z,y) = (z,y) dans C([0, 7], X ). Ce point fixe est bien une solution mild de
(4.3) par définition.

On peut étendre l'intervalle de temps a [0, 7 + 73] en définissant V7 <t <7+ 7 :

x(t, )) (x(T, )) /t .
=T(t—7). + | T(t—s)fn(x(s,.),y(s))ds. On agrandit de cette
(57)) =m0 (N ) + [ =) ntats, ) ds. On
maniére U'intervalle de temps et on note [0,¢,.¢[ U'intervalle maximal d’existence
d’une solution mild de (4.3) avec tpax < +00. O

X

X

On vient de montrer qu’il existait une unique solution positive locale, il reste
donc encore & montrer que cette solution est globale.
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Théoréme 4.14. Pour tout (xg,y0) € Xy, le probléme (4.3) admet une unique
solution mild (x,y) € C(R*, X).

Démonstration. Soit (z,y) € C([0, tmax[, X+) une solution de (4.3). Supposons par
(x(t, )> = +00 par le théo-

y(t) )y
réme 3.17. On va directement se servir du systéme (3.1) avec la condition aux bords

nulle. On a V¢t > 0,Va > 0, %(t, a)+?(t, a) < 0. Or, avec les conditions initiales et
a
Ox {xo(a —t) sia>t,

I’absurde que t,.x < 400, ce qui implique . htm
_} max

Oox
bords, la solution de — (¢ —(t,a) =0est x(t,a) = .
aux bords, la solution de (%( ’a)+8a( ,a) est z(t, a) 0 gt

Ainsi ||x(¢, )HLl ®+) < ||:E0||L1 IR+) < 400, Vt > 0.

De plus /(t) < ay(t) [, v(a)z(t,a)da < ay(t)||1y]le=a(t, i), Vi > 0. On
note M = %?X ]||x( )||L1(R+ < 400, alors Vt € [0, tmax), ¥/ (1) < aMy(t)||y] L.

Ainsi avec la condition initiale, on obtient V¢ € [0, tyax], y(t) < yoexp(aMt||vy| L)

et donc y(t) < yo exp(AMtmax|| V]| L) < +00.

Ce qui entre en contradiction avec le fait que 'on a soit tlitm |z (t)|| 2@ty = +o0,
% max

soit tlim ly(t)| = +00. Par conséquent ty,., = 400 et la solution est globale.
—

max

]

On a ainsi démontré que le probléme était bien posé dans le cas ou la condition
aux bords était nulle. Passons maintenant au cas un peu plus compliqué ou elle ne
I’est plus.
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Chapitre 5

Analyse du modéle EDP avec
condition aux bords non homogeéne

On va maintenant analyser le modele (3.1) avec la condition aux bords non nulle.
L’espace considéré sera toujours X = L'(R") x R ainsi que X; = L} (R") x R™.
On définit la fonction non-linéaire F' par (4.2) et opérateur différentiel A par (4.1),
avec cette fois : D(A) = {(¢,2) € X tq ¢ € WH(R*) et ¢(0) = [, B(a)p(a)da}.
On considére le probléme de Cauchy (4.3). On va encore se servir du théoréme 3.17
pour montrer les propriétés que l'on veut.

5.1 Partie linéaire du probléme

On sait que X est un espace de Banach. On veut montrer que A est le générateur
infinitésimal d'un Cj semi-groupe sur X. Cette fois on ne va pas pouvoir utiliser le
théoréme de Hille-Yosida 3.9 & cause de la majoration de la résolvante de A. En
effet, le bouclage au bord empéche de majorer I'intégration dans Hille-Yosida. On
va a la place se servir du théoréme de Lumer-Phillips 3.12 qui ne demande pas cette
majoration.

On va commencer par montrer la densité, puis la dissipativité et enfin la surjectivité
de Vopérateur différentiel A.

Proposition 5.1. Le domaine D(A) de A est dense dans X.

Démonstration. Avec la condition non nulle en 0, on ne peut pas démontrer de la
méme maniére que pour la proposition 4.3. On va donc devoir la démontrer en
partant de la définition de la densité. On se servira de [3]| pour la preuve. On pose

“+oo

U={¢eW"(R") tq 4(0) = i (a)B(a)da}. (5.1)
On définit ensemble £ = {¢ € WHH(R™) tq supp(¢) C [0,+o0o] } qui est dense
dans WHH(R™) et donc dans L'(RT). Ainsi, il suffit de montrer que U est dense
dans E. Soit ¢ € F.
Le but est de construire une suite de fonctions de U qui converge vers ¢.
Soit a < 400 tel que ¢(a) =0, Vo < a < +00, qui existe par définition de F.
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(@) si a>4d

6) si 0<a<s

Pour tout ¢ €]0, af on définit ¢s(a) = { :i
0 si a>0,

wé(a)_{ l1—a/d si 0<a<o.

On définit la fonction gs := s+ €515 ol €5 est un réel & déterminer pour que gs € U.

Vérifions que g5 € Ll(R+)

On a ||gs||pr @ty = fo |p(0) + es(1 — a/d)|da + f ¢(a)|da.

0€s .
D’ou HgéHLl(Rﬂ < (5|¢( )| + —+ ||¢||L1(]R+) < 4o00. Ainsi g5 € Ll(R+).
dgs
——(a)

2
400 d
gs
d — d
T (H—/a T (a)‘ a

d
Montrons maintenant que % e LY(R™).
a
1 +oo
= / '—‘da+/ |¢'(a)| da
o |9 5

dgs _ /5
L1(RT) 0
S 1 + |’¢/HL1(R+) < +00.

da

Par conséquent % € L'(R") et donc gs € WHH(RT).
a
Ensuite il faut que g5(0) = [, B(a)gs(a)da < ¢5(0) + est)5(0) = [, B(a) gs(a)da

S Bla)gs(a)da — ¢(0)
€5 = s ess(a)) da < €5 = .
@¢<i+ 7 Bla) (¢s(a) + e5v5(a) da 1— [ Ba >w5<>

6
or [ vs(@bla)da < 8] sl < 15l / (1= %Yda < 28~ — 0

0
puisque || ||z~ < +oc.
Par conséquent 3y < « tel que Vo < gy on a 0 < fOJrOO Ys(a)B(a)da < 1/2.

D5 Lr @+l Bl oo ety + [#(9)]

Du coup, V6 € [0, o], €5 est bien défini et on a |es| < —
— Jo ™ ¥s(a)Bla)da

Et donc ‘65’ < 2 (H¢5HL1(R+)H5”L“’(R+) + ’¢(5)’) < +00.
Donc la fonction § — €5 est bornée sur [0, o).

1
De plus ¢; L ¢ et Vs L—1> 0. Ainsi es1)s L—1> 0 et donc gy L—1> ¢. Par conséquent U
50 §—0 d—0 6—0
est dense dans E qui est dense dans L'(R™) et donc D(A) est dense dans X. [

Proposition 5.2. Il existe Ao > || ||z~ — po tel que A — \ol soit dissipatif.

Démonstration. Soit A\g > 0. D’apres la définition 3.10, A — Aol est dissipatif si
Vu € D(A) et VA > 0on a ||Au— Au+ Au||x > Al|u||x. On va se servir de [20] o
Webb montre que —A+ oI est accrétif, ce qui revient au méme d’aprés la définition
3.11. Soient (¢, z) € D(A) et A > 0. On veut montrer que :

16"+ (A + 1+ Xo)BllLrwn) + 16+ A+ Ao)z| = A9l @) + [2])-

Il suffit en fait de montrer que ||¢ + (A + 1t + Ao)P|| L1ty > M| 1 m+)-
On pose ¥ = ¢ + (A + p + Ag)¢. On obtient, aprés intégration,

gb(a) ¢( ) =[5  OFXxo+u(r) dr / 2/} F(A+Ao+p(r) )drds

46



avec ¢(0) = 0+OO ¢(a)p(a)da.

En intégrant par rapport a a, on obtient la majoration suivante :

19l < 6(0) f0+oo e~ Jo Otdotu(m)drgq fo+oo Jo Y(s)e Js Atrotu(r)dr g g,

¢(0) O+<>Oe Jo! (A+Xo+p0) d"da—{— f+oo foa S 6_ ff()‘+)‘0+“0)d7“d5da

¢(0) 0+OO @7a(>\+>\0+#0)da+f fo (s—a) )\+)\O+N0)dsda

IN

IN

Puis en utilisant le théoréme de Fubini on arrive & :

¢<O) + f+00 w(s)es()\+)\0+uo) f+°° e~ oA +Xo+10) Jg s

<
||¢||L1(R+) —_ )\_‘_)\0_{_“0 0 S
¢<0) +f0+oo w(s) ds
>\—|—)\0+/L0 )\+)\0+,LLO
Iz (1Bl + ¥z
- A+ Ao+ 1o

La derniére inégalité étant vraie grace a la condition aux bords. Par conséquent

[llr = (A + Ao+ pto = [|Bllze)l|@ll Lt = Allp|| 1 lorsque on a Ag > || B]| L — po. On
a ainsi démontré le résultat. O

Proposition 5.3. Il existe wy > || 5| — po tel que YA > wy : Uopérateur (A — A)
est surjectif. On se servira de la preuve présente dans [14].

Démonstration. On va procéder par analyse-synthése. Soit (¢,z) € X et A > 0. Si
A — A est surjectif alors il existe (¢, y) € D(A) tel que (A — A). ( ) (

VY =0 & la) = b(0)e BOHON | [0 L,
C’est-a-dire D toy =2 _z
Y A

On abieny € Rcar z € Ret A, > 0. De plus on veut que ¥(0) = 0+OO B(a)y(a)da.

Ce qui est équivalent a ¢ (0) = f0+°° 5(&) [¥(0)e —Jo tpu(r)dr 4 s o( *fa(”“(’”))d’"ds} da.

Posons la fonction Gy:a— f *p(s)e” JSOtum)dr g ot posons le reel
= fo e~ Jo Otu(m)dr g Alors 1 équation précédente est équivalente a

fo B(a)Gx(a )da'

P(0) [FA— 1] + f (a)Gx(a)da = 0. Ce qui revient a ¥(0) =

1 —F)\
+oo
Jo PRI st 1 G, (a).
1 —F)

Comme on vient de voir que @ = f, était solution de la premiére équation du
systéme et que f,(0) = f0+°° B(a)fr(a)da, il ne reste alors plus qu’a vérifier que
e Wl’l(R+).

Déja, on a posé F\ = f0+°o (a)e Jo OtetDdrde Or B(a)e Jo AHrr)dr < g(q)ero
qui est une fonction indépendante de A et intégrable sur [0, 4o00.

De plus f(a)e™ Jo MtrsDds — g(g)eJo #&)dse=Aa (. Ainsi, par le théoréme de

A——+o00

convergence dominée de Lebesgue on a F) \ — 0 et comme F), > 0, VA > 0
——+o00

alors 4 wyg > 0 assez grand tel que VA > wy on ait F)\ < 1. Par conséquent,
YA > wo,: fa(a) >0 Va et f\ est bien définie.

On consideére alors la fonction fy : a —
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En particulier, 3 wy > || ||z — pto, wo > 0 tel que VA > wy on ait Fy < 1.
De plus, [|Gyllpr = [ [ ¢(s)e™ W+ gsdq < [F°°¢(s) [ elo=atotN dqads.

0
Ainsi, |Gyl < fo >\¢—1(-Sl)£0d8 < o+ ,ulo < 4o00. Donc Gy, € L}(R").

foJroo B(u) G (u)du f0+°o e~ Jo O+u(s)ds g,

1—F\
" B(w) G (u)du G < 1Bz |Gl 2
- (1 F3) (A + o) (L= E) (A + po)
Ainsi fy € L'(RT) et comme (X + u) fy + f3 = ¢ alors on arrive a :

Ensuite, || fy]lz < + GAllzr-

Donc ||fallz: < + |Gyl < +oc.

IAllr ey < NDlloreey + Al Al @y + el el fall oreey < oo

Du coup fy € WHHRT) et donc (fy,y) € D(A). On a donc bien démontré le résultat.
[

On montre avec le théoréeme 3.12 que 'opérateur A est le générateur infinitésimal
d’un Cj semi-groupe (T4(t));>0 qui satistait | T4(¢)|| < €', ¥Vt > 0, ot w > ||B]| L=~ —
to- On a vu dans la preuve précédente qu’il existait wy > || 5| L — o tel que YA > wy
on ait fy(a) > 0Va > 0. Or {\ € Rt tq A > ||B]|z~ — o} C p(A). Donc il existe
wo > 0 tel que (wWg, +00) C p(A) et R(A, A) > 0V > wp. Ainsi A est positif résolvant
et donc le semi-groupe (Ta(t))i>0 est positif.

5.2 Le probléme est bien posé

La fonction F' étant la méme qu’au chapitre précédent, elle est localement lip-
schitzienne. On montre I'existence et I'unicité d’une solution maximale par le théo-
réme 3.17. De la méme maniére que 'on a fait avec le théoréme 4.13, on montre que
les solutions restent positives. On montre désormais que les solutions sont globales.

Théoréme 5.4. Pour tout (zo,yo) € X, le probleme (4.3) admet une unique solu-
tion mild (x,y) € C(R*, X,).

Démonstration. Soit (z,y) € C([0, tmax[, X+ ) solution de (4.3). On suppose que 'on
a tmax < —+00. En utilisant la démonstration du théoréeme 4.14, il suffit de mon-
0 0
trer que Vt > 0, ||z(t,.)| p1@+) < +oo. Or, Vt > 0,Va > 0, 8_$(t a) + 8—x(t,a) <
a
oz
—p(a)x(t, a). On ne peut pas calculer explicitement la solution de — T —(t, a)+a—x(t, a) =
a

—p(a)x(t,a) avec les conditions initiales et aux bords. En revanche on peut donner
une représentation du semi-groupe généré par 'opérateur différentiel correspondant
a I'équation (qui est la restriction de A & U, ot U est défini par (5.1)) en séparant
lescasa>teta<t.

Dans le cas a > t, on effectue le changement de variable ¥ (t,&) = (t,t + &) =

(ta) = (6,6, vt )€ 2 0. Amsi 2200 g gy = Pyq 6Py g 4
0% i) 22 1.6,

( °Y)

C’est-a-di
est-a-dire ——

———2(t,&) = (t t+&)+ g (t,t+&) = —p(t+&ax(t, t+¢&) d'apres
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la relation du systéme précédent.

X0 16) =~ o) (t.8).(r 0 W) 1.6).

0 |(w o) exp(fy (10 ¢2) (u, E)du)|

ot
rapport a t et on obtient (x o v)(t,£) = (x 0)(0,£) exp(— fo po o) (s é)ds)

Ce qui donne z(¢,t + &) = (0, &) exp(— fo (s+&)ds) = z(0,&) exp(— f£
En effectuant le changement de variable inverse a =t + £, on obtient alors

2(t,a) = z0(a — t) exp (- / : ,u(s)ds) Loy, (5.2)

Dans le cas a < t. On effectue le changement de variable ((§,a) = (a 4+ &, a) =
d(z o 0 Oz
(t,a) = (G1(&,a), (2(a, ), € > 0. Ainsi <xao (& a) = a‘f(a—i—ﬁ a)+ % —(a+&,a) =
—pla)z(a+¢§ a) = —a(u ©G2)(§,a).(x 0 ()(§, a).
puis QL@ Q) exp(fy(roG)(E u )dU)}(

obtient x(a+¢,a) = x 5 0) exp(— fo ). Avec le changement de variable inverse
t=a+¢&, on arrive a :

2(t,a) = 2(t — @, 0) exp (— /0 ' u(s)ds) Liey.

Par conséquent

Ainsi (t,€) = 0. On intégre cette expression par

5, ) = 0. En intégrant par rapport a a on

+oo
Or z(t — a,0) = B(u)x(t — a,u)du (condition aux bords)
0
+o0

= /Oaﬁ( Jz(t — a,u)du + Bu)z(t — a,u)du

aﬂ>

- /t_am) f—a—u,0)e (

0
+oo
+ +a—t)
t—a B( )$0<u ¢ exp( /—I—a t )

En notant ¢ (t) = z(t,0) alors on a

P(t) = / Bu)p(t — u)e /u H(S)dsdu + - Bu)zo(u — t)ei /uut M(S)dsdu

t

_ / B — ) _/tUM<S)d8du+ 0+oo Bt Banfa)e /UUHM(S)dst
(5.3)

@C;

Par conséquent, avec I'expression précédente pour v, on obtient :

sft.0) = vt —a)esp (= [ plo)ds) Tacy

zo(a —t) exp (—/ ,u(s)ds) sia>t,
Ainsi z(t,a) = t

a
a

W(t — a) exp (—/ u(s)ds) sia<t.

0
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D’aprés 1'équation (5.3) on définit deux opérateurs Sy : L'(0,¢) — L'(0,t) et
Sy LYMRT) — LY0,t) par, Voo € L*(0,t),¢ € L'(RT),z € R :

Sip(z) = [7y)B(x —y)e o fi(s)dsczy,
So6(x) = Jo B(y)Bly+w)e b ay,

de maniére a obtenir, lorsque tout est bien défini, la représentation suivante :

o(t,q) = {xo(a —t) exp (_ faa t:“( )d3> sia>t,

(I — S1) " Saxo(t — a) exp(— [, u( sia<t.

Comme S; est un opérateur de Volterra, alors pour tout A € C\ {0} et v € L'(0,1)
fixés, il existe une unique fonction ¢ € L'(0,t) telle que (A — S;)p = 1. Ainsi
(I — S;)7 ! est bien défini de L'(0,¢) dans L'(0,¢).

Comme zy € L'(R") alors (I — 51) ngo e LY(0, t)

Ainsi Vt > 0, ||z(t, )| 1 @+) < ft zo(a — t)da + fo (I —S1)"tSoz0(t — a)da < +o0.
Puis, en reprenant la preuve du théoreme 4 3, avec I’équation sur y on arrive & une

contradiction. Ainsi ¢, = +0o0 et la solution est globale.
O

Passons maintenant a 1’étude des équilibres. Celle-ci est facile dans le cas d’équa-
tions différentielles ordinaires, mais on va voir que ce n’est plus le cas dans le cas du
modele edp structuré en age, dont on va encore une fois se servir de la théorie des
semi-groupes et plus particuliérement faire une analyse spectrale.
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Chapitre 6

Etude des équilibres du modéle EDP

On commence par chercher les équilibres, puis, avant d’étudier leur stabilité, on
fera quelques rappels nécessaires pour comprendre la suite, notamment sur la théorie
spectrale.

6.1 Les différents équilibres

Rappelons qu’un équilibre est, par définition, une solution indépendante du
temps. Ainsi, un équilibre du systéme (3.1) sera un couple de solutions (z,y) € X
tel que :

7(a) = —p(a)(a) — agy(@)7(a), (6.12)
0=ay /+OO v(a)z(a)da — dy, (6.1b)
0
+o00
#(0) = / #(a)B(a)da. (6.1¢)
0
On résout 'équation (6.1a) :
i(a) = 70 _ ‘ ds — aij ’ ds ) . 6.2
o) =20 exp (= [ utds - ap [ 5(e)as) (6:2)
En remplagant, dans I’équation (6.1c), = par I'expression ci-dessus, on obtient :
+oo a a
z(0) [1 -/ (a)exp (—/0 w(s)ds —agj/o ’y(s)ds)] = 0. (6.3)

De plus, I’équation (6.1b) implique :

] [d /;OO v(a)z(a)da — 5} =0. (6.4)
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Définition 6.1. On pose :

Ro = Om B(a) exp <— /Oau( )ds) da (6.5)

que 'on va appeler taux de reproduction de base.

Dans un cadre épidémiologique, on le définit comme le nombre moyen de nouveaux
cas d’infection, engendrés par un individu infecté moyen (au cours de sa période
d’infectiosité), dans une population entiérement constituée de susceptibles. A Uori-
gine, ce concept de Ry est issu de la démographie et de l’écologie. C’est en effet
Richard Bdéckh qui U'a introduit en 1886. Il était alors le directeur du bureau des
statistiques de Berlin et il voulait connaitre le nombre moyen de filles nées d’une
femme au cours de sa vie.

Concept dans notre contexte, 5(a) étant le taux de naissance des proies d’age a
et exp(— fo s)ds) étant la probabilité pour une proie de survivre jusqu’a 'dge a :
on comprend que RO représente le nombre moyen de proies que va mettre au monde
une proie adulte au cours de sa vie en ’absence de prédation.

Ce concept de taux de reproduction a vite été repris en épidémiologie, ot on peut
s’apercevoir de maniére intuitive que si Ry > 1 on observera une augmentation des
cas, c’est-a-dire une épidémie et que si Ry < 1, les cas disparaitront. Ce taux pou-
vant jouer le role de seuil, le médecin Ronald Ross s’en est servi pour étudier la
transmission du paludisme chez les moustiques. Avec ce qu’il a appelé le théoréme
du moustique, il affirmait que pour éradiquer le paludisme dans une zone, il fallait
faire baisser la densité de moustiques a cet endroit, ce qui lui a valu le prix Nobel de
médecine en 1902. D’autres mathématiciens comme Lotka, Kermack, MacKendrick
ou George Macdonald se sont ensuite intéressés au sujet.

A partir de (6.3) et de (6.4), on voit apparaitre plusieurs cas :

e Soit Z(0) = 0 et alors Z(a) = 0 Va > 0 d’aprés I'expression (6.2). Par consé-
quent f0+°° v(a)z(a)da = 0 et la condition (6.1c) implique que y = 0. Ainsi
(0,0) est toujours un équilibre.

e Soit Z(0) # 0 et alors deux sous-cas se présentent :

— Ou bien g = 0 ainsi on doit avoir Ry = 1 d aprés la condition (6.3). Les
équilibres sont ensuite donnés par (z(a) = 7(0) exp (— [ u(s)ds) , 5 = 0).
Ces équilibres sont des fonctions propres du systéme EDP, associées ala
valeur propre 0.

— Ou bien y # O et donc fo exp( fo s)ds — ay fo ) = 1.
On deﬁnlt fly fo a) exp ( fo ds — ay fo ds) da. Alors
=—a fo Uo v(s)ds] exp (= foa —ay [y 7(s)ds) da

donc f'ly) <0 Vy 2 0. Ainsi f est une fonction strlctement décroissante
qui vaut Ry en 0.

Par conséquent, si Ry < 1 alors f(y) < 1 Yy > 0 : il n’y a donc
pas de solution, si Ry = 1 alors § = 0 (absurde) et si Ry > 1 alors
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g > 0 tel que f(g) = 1. Ainsi, dans le cas ou Ry > 1, il y a
existence d’un unique équilibre non trivial (z,y) ot y est donné par
I'expression précédente et T est donné par l'expression (6.2). De plus,
d’apres la condition (6. 4) et en remplacant T par son expression, on doit

-1
avoir 7(0) = — [fo exp( o w(s)ds — ayf ds) da} ce
qui fourmt l’umClte de cet équilibre.

Pour résumer il y a trois cas différents :
e Soit Ry < 1 et dans ce cas il y un unique équilibre, qui est Ey : (0,0) € X.

e Soit Ry = 1 et alors EO est un équilibre et pour tout § > 0, E; ¢ défini par
Eig: (T(a) = e~ Jo ms)ds 0) est aussi un équilibre dans X lorsque & < +oc.

e Soit Ry > 1 et donc Ej : (O 0) et Fy sont les deux seuls équilibres, ou Fy est
donné par B, : (%(a) = Z(0 exp( Iy nu(s)ds — ay JoA( ) y) avec 7 que
I'on trouve en résolvant fo a) exp (— fo ds — a7y fo v(s)ds) =1 et de

plus z(0) = g [ ooy exp( fo s)ds — ay fo ds) da} - . On vérifie

~ 1Jo
que F, appartienne blen aX.

Il s’agit maintenant d’étudier la stabilité de chacun des équilibres. Il faut au-
paravant faire quelques rappels sur la théorie spectrale. On se servira pour cela
essentiellement des livres de Webb [20] et de celui de Engel et Nagel [6].

6.2 Rappels d’analyse spectrale

Dans toute la section qui suit, on aura A : D(A) C X — X un opérateur linéaire
fermé qui est générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe {T4(t)}+>0 avec X un
espace de Banach.

Définition 6.2. Le spectre de A est o(A) = C\ p(A), ot p(A) est ’ensemble
résolvant de A (définition 3.7). Le spectre ponctuel o,(A) et la limite spectrale s(A)
sont respectivement définis par o,(A) = {A € C,A\I — A ne soit pas injectif } et

s(A) =sup{R(\) : A€ a(A)}.

Remarque : de tels A € 0,(A) sont des valeurs propres de A puisqu'il existe dans
ce cas (x,y) € X2, x # y tel que Ax—\z = Ay— Ay et donc 3z € X tel que Az = Az
(z est alors un vecteur propre de A associé a \).

Une notion importante est celle de taux de croissance, qui dépend du semi-
groupe et donc de l'opérateur, puisque chaque semi-groupe fortement continu est
uniquement déterminé par son générateur.

log (|| Ta(t
Définition 6.3. On définit wy(A) = lim M

t—+00

le taux de croissance du

semi-groupe {T4(t)}+>0-
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On va maintenant aborder la notion de taux de croissance essentiel, en définissant
tout d’abord la norme essentielle.

Définition 6.4. On note L(X) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur X et
K(X) le sous-ensemble de L(X) composé des opérateurs compacts sur X . On définit

la norme essentielle de L € L(X) par ||L||ess = Ki%{X)HL — K|x. L’espace quotient
€

L(X)/K(X) est appelé Algebre de Calkin, et c’est une algebre de Banach unitaire
lorsqu’on la munit de la norme ||L|| = ||L||ess 00 L = L + K(X).

Définition 6.5. Le taux de croissance essentiel de {Ta(t)}i>o est défini par wss(A)
1
~ lim I (75(0) o)

Les deux théorémes suivants, démontrés par Engel et Nagel [5], nous donne des
résultats importants pour a suite.

Théoréme 6.6. VK € K(X),wWess(A + K) = wess(A).

Théoréme 6.7 (Engel et Nagel). Les résultats suivants sont vrais :

(i) wo(A) = max{wess(A), s(4)},

(i1) Yw > wess(A), Uensemble o, = {\ € o(A),R(\) > w} est fini et composé
d’éléments de o,(A).

Remarque : chaque valeur propre est une valeur spectrale : 0,(A) C 0(A), mais le
contraire est faux. Le théoréme précédent nous permet, sous certaines hypotheéses,
de caractériser des sous-ensembles du spectre de A & partir des valeurs propres,
qui sont plus faciles & calculer. Ce théoréme rend ainsi plus accessible I'étude de
la stabilité des équilibres, ot on doit vérifier que la partie réelle de chaque valeur
spectrale est négative pour obtenir de la stabilité.

Le résultat suivant, démontré par Webb [20] nous fournit un bon moyen pour
étre capable de caractériser la stabilité de chaque équilibre dans le cas semi-linéaire.

Théoréme 6.8. On considére le probléme de Cauchy (4.3) et on note E un équilibre
de ce probléeme. On définit Dp f la différentielle de f au point E. Le systéeme linéarisé

de (4.3) est ainsi %(t) = (A+ Dgpfu(t).
1) Siwo(A+ Dgf) <0 alors E est localement asymptotiquement stable.
2) Siwo(A+ Dgf) >0 et wess(A+ Dgf) <0 alors E est instable.

6.3 Stabilité des équilibres

Passons maintenant a ’analyse des équilibres que 'on a trouvés dans la section
6.1.

Proposition 6.9. On a wo(A) < |5z~ — to-

Démonstration. En effet on a montré dans la proposition 5.3 que Vt > 0, || Ta(t)||x <
e“t ot w > ||B]|L~ — po- Ainsi il est évident, a I'aide de la définition 6.3, que
wo(A) < |||z — po- O

o4



On fait & présent une hypothése réaliste qui est suffisante pour démontrer la
proposition qui va suivre. L’idéal serait de la démontrer, si elle reste vraie, dans le
cas général.

Hypothése : [ est a support compact sur [0, a].
Proposition 6.10. Sous [’hypothése précédente, on a wess(A+ Dgfi) < —po < 0.
Démonstration. On se sert des articles [16] et [2] pour la preuve.

Zo

On sait que par définition, Vt > 0, Tatp, s, (£) (y est solution de :
0

du
W = (A+ Defur)

w(0) = <z§> (6.6)

Or u(t) = (z(t),y(t)) € X est solution de (6.6) si et seulement si :

Pta) = ~22(t,0) ~ pla)a(t,a) — ayy(a)e(t,a),
y'(t) = —dy(),
y(0) = wo,
z(0,a) = zo(a),a >0,
| 2(t,0) = [ B(a)x(t,a)da,t >0
% 4a) = ~2(t,a) - plaalt,a) - ay(a)alt,a)
ot 9" ’ 4
VN y(t) = yoexp(—at),
z(0,a) = =zo(a),a >0,

2(t,0) = [,7° B(a)z(t,a)da,t > 0.

On trouve, de la méme maniére que pour la preuve du théoréme 5.4, V(xg, y9) € X :

a0 0\ _ zo(a —t)e” f;,t(u(s)—&-ay*v(s))ds]l{azﬂ + ot —a)e Jo(u(s)+ay*~(s))ds Loty
Yo Yo exp(—at)

ot b verifie V£ > 0, (t) / W) Bt — u) exp ( /0 ) + ayw(s))ds) du
"t o) expl= [ (uts) + s (s))ds)n

0
On décompose 'opérateur T4 en :

Tu(t) (xo) (a) = Ty(t) (“’0> (a) + Ti(t) (3“"0) (a) + Ts(t) (xo) (a), avec :

Yo Yo Yo

rnla — t 6_ faa_t(.u‘(s)"’_ay*v(s))d‘s’ O Sl a > t’
T1<t) (ZE()) (a) — ( 0( ) ) ‘ -
Yo (0,0) sia <t
Zo (0,0) sia>t,
Th(t =
2( ) (yo) (a) (¢(t ) — Jo (u(s)+ay*~(s))ds 0) sia<t.
10 (1) @) = ©.swesp(=51).% 2 0.0 > 0
0
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L’opérateur T3 est compact puisque son image est de dimension finie.

Puis, Vt > 0,V(z0,%0) € X, on majore HTl(t) (;;()) < ft zo(a—t)e Ja—tr)ds g,
0

o (5]

On va a présent montrer que I'opérateur T5 est compact.
On définit les deux opérateurs Sy : L'(0,t) — L'(0,¢) et Sy : L*(RT) — LY0,¢)
par, Vi) € L*(0,t),¢ € L'(RT), 2z € Rt :

Ainsi < ehot [T g (u)du < e[| gy Aot || Th(2)||x < e Hot,

z—y

Siy(z) = f0$¢(y)5($ —y)e Jo iﬂ(S)Jray*V(S))dsdy’
S2¢(x) = f0+oo gb(y)ﬁ(y —+ g;)e_f; y(.U(s)-l—ozy"'y(s))dsdy7

de maniére a obtenir, lorsque tout est bien défini :

7o _](0,0) sia>t,
2(t) (yo) (@) = {((I — 1) Sawo(t — a) exp(— [ (u(s) + ay*y(s))ds),0)  sia <t

On peut montrer que S; est borné : soient 1 et 1, dans L'(0,1).

Alors [|Sy1—Sial pron = fy Jo Blx—y)eJo " BEI+au™ s (14, (y) — by (y)|) dyda
< |18l fy (IW1(y) — va(y)]) exp(poy) f; exp(—por)dzdy

<18~ f (leny) = valy)) eXp(/Ey ~ ), ||ﬁ||L

1

191 — 2l L1(0,0)-

On a montré que (I — S;)~! était bien défini. De plus comme Sy est borné, alors
I — S; Dest aussi, et comme (I — Sy) est bijectif de L'(0,t) dans lui-méme, qui est
un espace de Banach, alors (I —S;)™! est borné.

De plus on montre que 'opérateur Sy est compact : soit B un sous-ensemble borné
de L'(R™), alors Sy(B) est un sous-ensemble borné de L'(0,t). Montrons que Sy(B)
est un ensemble relativement compact de L'(0,¢) en utilisant le théoréme 4.8. Soient
¢ € L*(RY) et h € RT, alors ||| 1 r+) < M et

7820 —S26llu 0 = foy Jo ™ o) Ba+y-+R)exp (= [ (u(s) + ay*y(s))ds) -
8o+ y)exp (= [ (uls) + ayy(s))ds] ) dyda.

Par I'hypothése précédente puis par Fubini on obtient ||7,52¢ — S2¢|| 1104 =
Sy 6) Jy 18+ y + hyexp (= [ (u(s) + ay*y(s))ds ) — Bz +y)x

exp (— S5 (u(s) + ay v(s))ds>]dxdy.

On fait le changement de Variable y = z — x puis on factorise. Ainsi on obtient

|| 7.Sa) — Sz¢||L1(0t = [ ¢(y) exp (f0 s) + ay*y(s))ds) [T [B(z + h)x

exp(— fo )+ ayy(s))ds) — B(z) exp(— [y (1(s) + ay™y(s))ds)]dzdy.
En majorant on obtlent alors : HThSqu Sa¢|l L0 < MeXP(@Jr(HMHLOO—i-Oéy*H’yHLoo)><

2182 + h) exp(— Z+h(u()+ay 7( ))ds) — B(z) exp(— [ (u

Or, la fonction z r—) B(z) exp(— fo ) + ay*y(s))ds) appartlent a Ll(R+). Donc
(3 expl— f(1a(s) + g (5)) ﬁexp Jo(uu(s) + 0y ())ds) ey = 0

Puis sup||7;,52¢ — 52¢HL1(0¢) — 0
6B |h|—0

On montre de la méme maniére la deuxiéme condition puis on applique le théo-
réme de Fréchet-Kolmogorov qui implique que l'opérateur Sy est compact.
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Par conséquent, I'opérateur 75 est compact et donc wess(7'a) = Wess(T1) + Wess(12) +
wess(TB) < —Ho +0+0 < —Ho < 0. O

Remarque : ainsi il devient évident que pour chaque équilibre E, on a :
Wess(f4 + DEf) = wess(A + DEfl + DE'fZ) = wess(A + DEfl) <0 puisque DE'f2 est
compact d’aprés la proposition 4.7.

Analysons maintenant la stabilité des équilibres, en commencant par celui qui
est trivial.

6.3.1 Stabilité de Ej

Pour I'équilibre trivial Ey, la différentielle de f au point Ej est la matrice Dg, f =

d
(8 8) Ainsi le systéme linéarisé autour de Ej est donné par d—?(t) = Au(t). Par

conséquent wy(A + Dg, f) = wo(A) < ||B||z — o ce qui ne permet pour I'instant
de conclure a la stabilité de Ey que dans le cas o ||5||p~ < po. De plus, on a
Wess(A + D, f) = wess(A) < 0. 1l faut donc & présent regarder les valeurs propres
de A+ Dpg,f = A pour pouvoir utiliser le théoréme 6.7. On cherche & résoudre le
systeme suivant :

ox ox

_(taa) = __(t7a> - H(a)$(t7a)7

"y = i, ©7)
x(t,0) = fOJrOO z(t,a)f(a)da

On cherche les solutions sous la forme : x(t,a) = Z(a)e* et y(t) = e , X € C.
Ainsi les équations 1 et 3 de (6.7) donnent :

{0+ Dm0 (@) = 70 exp(— [ D+ () ds), o o
#(0) = [, #(a) 3(a)da. (0) = Jy™ #(@)5(a)da. |

&I

|
=
I
uCD
>
—N
Kl

I faut donc que f0+oo a) exp(— fo [A + u(s)]ds)da = 1. On se rappelle que 'on
a défini Ry = fo a) exp(— fo s)ds)da. On suppose que A=\ + i\ et que

7(0) # 0 alors on veut que [ )exp( Ara) exp(—iXa) exp(— [i p(s)ds)da = 1.
Si 2(0) = 0 alors Z(a) = 0 Va > 0, ainsi la seule valeur propre est \ = —6 < 0.

e Si Ry < 1 alors, en supposant que les valeurs propres sont réelles (A; = 0)

et en posant f(\) = 0+°O B(a) exp —Xa) exp(— [} p(s)ds)da, on est ramené &

résoudre f(A) =1. Or f'(\) = — 0 * af(a) exp(—Aa) exp(— [y pu(s)ds)da < 0
donc f est continue et strictement décroissante avec f(0) = Ry < 1 A1n51, les
seules valeurs propres réelles A telles que f(A) = 1 sont strictement négatives
et donc sup{o,(A) "R} < 0.

Maintenant, si A\; # 0, en passant l’égalite precedente a la partie réelle on
obtient 1 = fOJrOO B(a) exp(—A\.a) cos(—\;a) exp s w(s)ds)da. En majorant
le cosinus on se retrouve avec 1 < fo B(a) exp(—\.a) exp(— fo s)ds)da.
Par conséquent, si A\, > 0 alors 1 < Ry ce qui est absurde. On a donc forcement
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Ar < 0 et sup{R(A\) : A € 0,(A)} < 0. Or, par le théoréme 6.7 (ii), comme
Wess(A) < 0 alors on a en particulier {\ € o(A), R(A) > 0} C 0,(A). Oriln’y
a pas de valeur propre de partie réelle positive ou nulle, donc VA € o(A) on a
R(A) < 0 et donc s(A) < 0. Par le théoréme 6.7 (i) on a ainsi wy(A) < 0. Puis,
par le théoréme 2), Ey est localement asymptotiquement stable.

e Si Ry = 1 alors on utilise le méme raisonnement. Soit A € C \ R, alors
Ar < 0. En effet, on sait que cos(A\;a) < 1 pour presque tout a > 0 puisque
2km
{a € RT : cos(Na) =1} = ~ ,k € N} qui est une union dénombrable (car
(2

N est dénombrable) d’ensembles négligeables donc {a € R : cos(\;a) = 1} est
négligeable et cos(\; a) < 1 presque partout Si )\ > 0 alors

[T Bla)e ™ cos(—Na)e™ Jo #)dsda < [7° B(a (9)dsdq = 1 : absurde
puisqu’on veut avoir le membre de gauche égal a 1

De plus si A € R alors le raisonnement précédent implique A < 0. Mais A = 0

étant une valeur propre, on ne peut pas conclure quant a la stabilité de Ej.

e Si Ry > 1, alors en supposant les valeurs propres réelles et en posant la fonction
f comme dans le cas Ry < 1, on voit qu’elle est donc strictement décroissante
et que f(0) = Ry > 1. Par conséquent X > 0 telle que f(S\) = 1. Ainsi
s(A) > 0 et wo(A) > 0. Fatalement on a donc Ey qui est instable lorsque
Ry > 1.

Résumé : si Ry < 1 alors Ej est localement stable, si Ry = 1 on ne peut pas
conclure et si Ry > 1 alors Ej est instable.

6.3.2 Stabilité de £ ¢
Pour Iéquilibre E; ¢ = (2*,0), la différentielle de f au point Ej ¢, & > 0 est :

_ (0 —an()a"()
Dy e = (0 &f0+oo ~v(a)z*(a)da
d
par —u(t) = (A + Dg,  flu(t). Comme wes(A + Dp, ) = wess(A) < 0, on regarde

dt
donc les valeurs propres de A + D, . f et pour cela, il faut résoudre le systeme

suivant :

). Le systeme linéaris¢ autour de F; ¢ est donné

o ta) = —%(t @)~ pla)e(t,a) — 0y(a)r (@)y(t),
y'(t) = —oy(t +af0 v(a)x*(a)y(t)da,
(8,0) = J7 st a)ilo)ds

(6.9)

On cherche les solutions sous la forme x(t,a) = Z(a)e* et y(t) = yeM, A € C. Le
systéme (6.9) est équivalent a :

T(a) = —[A+pla )] z(a )—ow( )z*(a)y,
\Nj = —5y+dg[ *y a)da, (6.10)
#(0) = Jo ™~ #(a)B(a)da



En résolvant, on obtient alors :

z(a) = z(0)exp(— fo + A ds) — a fo a*(w)gexp(— [0 [u(s) + A ds)du,
Ny = —5y + ayé fo a) exp(— [y u(s)ds) da
w0 = b

Ainsi la deuxiéme équation nous donne une condition nécessaire pour qu’il n’y
ait pas de valeur propre dont la partie réelle est positive. En effet il faut que :

-1

§ < % [ 0+ a) exp(— [3 u(s)ds) da} =S. (6.11)

Ainsi, tous les équilibres E; ¢ ne vérifiant pas cette condition, sont instables.

Dans le cas ou il y a égalité, A = 0 est valeur propre donc on ne peut pas déduire la
stabilité de Ey ¢.

Si & > 9 alors les valeurs propres associées a cette équation sont négatives. Il faut
donc regarder les équations une et trois qui impliquent :

z(0) O+oo a) exp(— fo )+ A ds)da — ay f+°° B(a fo
exp(— f [ (s) + N ds)duda = #(0). (6.12)

_ . —+o0o _
On souhaite donc résoudre le systéme : B1 X = Cou X = (x(O) - fo yﬁ(a)m(a)da) ,

B, — 1— fO fo u(s)ds g—=Aa g afo f[] f u(s)ds p—(a=w)A g0, 14
0 A+ 5 — afo z*(a)da

"y

Ainsi, pour que le systéme admette une solution X non triviale, il faut et il suffit
que det(B;) = 0. Ce qui revient a :
L= [ Baye oM,
ou (6.13)
A= —d+a ;) v(a)z*(a)da.

On se rappelle que les équilibres E; ¢ n’existent que si Ry = 1.

On voit que la deuxiéme équation nous rameéne a la condition (6.11).

Ainsi, dans le cas £ < 9, il reste a chercher les valeurs propres compatibles avec
(6.13);. Malheureusement on voit que A = 0 est valeur propre.

Conclusion : de la méme maniére que ’on a conclu la stabilité de Ey par les
théorémes 6.7 et 2), on peut dire que :

o si £ > S alors E ¢ est instable.

e sinon on ne peut pas conclure.
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6.3.3 Stabilité de E5
Pour I'équilibre Ey = (z*,y*), la différentielle de f au point Fs est donnée par :

_ —ay*y(.) —ayx”
Prf = (dy* (). a fv(a)zt(a)da = 5)'

d
Le systéme linéarisé est —u(t) = (A+Dg, f)u(t) et il faut regarder les valeurs propres

de A+ Dpg,. Pour cela, il faut résoudre le systéme suivant :

Gt = gi0.0) — o)alt.) — ay's(a)elt.0)  an(ae” @)
y(t) = ay* f v(a)x(t,a)da
d(00) = ot 0)(a)da.
(6.14)
En posant z(t,a) = Z(a)eM et y(t) = ge*, X € C, le systéme (6.14) devient :
7'(a) = —[A+pla)+ayy(a)]z(a) — ay(a)z*(a)y,
g = ay* [, v(a)z(a)da, (6.15)
#(0) = Jy ™ #(a)B(a)da.
En résolvant, on obtient alors :
z(a) = z(0)e = Jo [n(s)+A+ay*y(s)]ds O‘fo u)je” Jiln(s)+Ator(s)y™lds gy,
/\Zj = ay fo ( )da
#0) = J;™ Bla ) ( )da.
(6.16)

En remplagant & par I'expression (6.16); on obtient le systéme B, X = C ou

BQ—(b21 622)’X_<37 et C'= 0 . Avec

b = 1— [ Bla)e Fi 0@ RTora)isg
b = 50 8 B e
ay fO f)/ ) foa(u(s)—&-)\—&-oc’y(s)y*)ds’

byy = —A—ad ["(a) [ v(w)a*(u)e Ju W M) dyda,

=

N

—
I

Or il y a une solution non triviale ssi det(By) = 0.

On peut montrer quesi A € R, alors A < 0. Supposons en effet que A > 0. Alors by; >
0 car [[°f e~ Jo (uls)+Atay™y(s))ds Jq < I8 e~ Jo o) tey™y()ds g — 1 d’apres la
définition de y Puis byy <0, b1o > 0 et by > 0

Comme det(By) = by1bgs — biaba; < 0 alors A > 0 n’est pas valeur propre.

Mais cela ne montre pas que 1'équilibre E5 est stable, il faudrait en effet étudier les
valeurs propres complexes.

Cette étude étant assez complexe en raison des plusieurs fonctions et parameétres a
faire varier, on va se contenter de donner quelques résultats numériques possibles,
avec des fonctions particuliéres.
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Chapitre 7

Bréves simulations

Afin de simuler le modéle (3.1), on va utiliser la méthode des volumes finis, qui
exploite les approximations d’intégrales.

7.1 Schéma numérique

On définit les intervalles a € [0, A] et ¢t € [0,7] puis on note Aa et At respecti-
vement les pas d’age et de temps. On pose a;1/2 = jAa et t" = nAt pour j,n € N
puis on note Kj ]aj 1 /2,a/j+1 /2[. On note 7 I'approximation de la moyenne de

z(t", a) autour de K f

- - : 1
Conditions Initiales : 3’ =y et Vj > 1, 29 = g fK]- zo(a)da.

Données : on pose a, & et § tous strlctement p031t1fs Puis, une f01s les fonctions

B, 1 et fy choisies, on pose Vj > 1 : fK a)da, p; = fK a)da et
_CL ij V(G’)da

Schéma : on définit T (y2™) = Aa ;ij?. En établissant un schéma d’Euler im-
Ve
plicite pour la deuxiéme équation du systéme (3.1) on obtient :

Yn
1+ At[s — a7 (yam)]’

Yn — Yn—1
At

A partir de la premiére équation de (3.1), on intégre par rapport & a sur K;, d’ou :

/Kj %(t, a)da+x(t, a;11/2)—x(t, aj_1/2) = —/K u(a)x(t,a)da—ay(t)/ v(a)x(t, a)da.

j K;

On suppose x assez réguliére pour avoir / 81& a)da = e / (t,a)d
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Un schéma d’Euler implicite nous donne alors :

At |:fK tn+1 d& — fK n )d@:| +$(tn+1 aj+1/2) — [L’(tn+1 aj,l/g)
_ _fK t"'H n—i—lf tn—i—l ( )da

Les estimations d’intégrales faites précédemment nous donnent donc :

Aa
At

[x"“ x?] - x?“ — 7y = —Aap;x] " — aAay™" ”“,j > 2

" At
| 1 AV
On obtient alors Vj > 1,Yn > 1:a27}] = “

At
1 + A_a, + At,uﬁ_l + O&Atyn+1’}/j+1

+1

La condition aux bords nous donne 27" = Aa ) 8;27. Pour que les solutions restent

Jj=>1
positives il suffit de prendre un pas de temps At pour que (y,),>1 reste positive.
Avec I'équation (7.1), on peut par exemple poser :
0.01 sid—aT (ya™) > —0.01
AT =¢ 1
100 % (0 — a * T (yz™)
Ce qui permet en plus de ne pas avoir un pas de temps trop important.

sinon .

7.2 Portraits de phase

Onpose A =20,aa=1,a=0.1,0 = 0.5, Aa = 0.1. On définit la condition initiale

comme étant zo(a) ¢ e (=7
mm nt zo(a) = xp [ ———
V8w 4

la méme forme que la loi normale ANV (7,4) qui est une répartition courante des
populations en fonction de leur age. On définit la fonction [ constante a support
compact par 3(a) = By.1p10)(a) : les proies ne peuvent se reproduire que dans une
certaine tranche d’age. On définit p(a) = (po+0.05a)11910)(@)+(0.5+110). Lo 4+00f (@) :
le taux de mort des proies augmente linéairement jusqu’a un certain seuil. On pose

Bo=2.

,a > 0 : c’est-a-dire une fonction de

Premier exemple : on prend « constante : y(a) = 70,VYa > 0 : on suppose
que le prédateur mange toutes les proies avec le méme taux, quelque soit son age.
On pose g = 0.05,7 = 0.1 On voit (figure 7.1) que l'on obtient un cycle limite
lorsqu’on représente la quantité totale de proies (c’est-a-dire l'intégrale en age des
proies) en fonction de la quantité de prédateurs. En effet la trajectoire rouge oscille
en diminuant et la trajectoire bleue oscille en augmentant : elles finissent par se
rapprocher infiniment, mettant en évidence le cycle limite.

Deuxiéme exemple : on prend y(a) = 7o. (]l[O,JFOO[ + 9.]1[071}U[107+00[) . les préda-
teurs mangent plus facilement les jeunes et les proies agées. On pose y9 = 0.1.

(i) Si on pose pp = 0.05 alors 'équilibre Ey devient localement asymptotiquement
stable (figure 7.2).
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(ii) Sion pose py = 3 alors Ry < 1 et I'équilibre Ey est localement asymptotiquement
stable (figure 7.3).

Populations au cours du temps

—— Trajectoire 1
—— Trajectoire 2
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FIGURE 7.1 — Portrait de phase : cycle limite
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FIGURE 7.2 — Convergence vers F, FIGURE 7.3 — Convergence vers Ej

Conclusion : on avait vu dans la partie EDO que lorsqu’on mettait une ré-
ponse fonctionnelle de type Lotka-Volterra, alors seuls deux cas étaient possibles
(convergence vers I’équilibre trivial ou convergence vers I’équilibre de cohabitation).
On s’apercoit maintenant qu’en rajoutant simplement une structuration en age sur
la proie, on peut obtenir des solutions périodiques ce qui n’était pas le cas aupara-
vant.

On a pris a la fin différents exemples pour entrevoir des possibilités asymptotiques, il
serait intéressant d’essayer d’aller plus loin dans ’analyse de stabilité des équilibres
et méme de mettre une condition aux bords de type Holling 2 ou 3.
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